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Планиметрия. 


казание. Нумерация чертежей та же, что и задач. 


Пропорциональные линии в круге. 


469. а) По теореме: „перпендикуляр, опущенный на диаметр 
из какой-либо точки окружности, есть средняя пропорциональная 
между отрезками диаметра“, имеем: 

Г) #2 = 12.3, откуда й = 6 см. 

2) 2 =16.9, откуда й = 12 см. 

3) 1? =20.5, откуда й = 10 дм или 1 м. 

5) Пусть АС =8 см; тогда ВС =40—8 =32 см. По приве- 
денной теореме, имеем: С2*= АС. вс —=8.32; откуда СР = У8.32 = 

= 16 см. 

440. По приведенной в зад. 469 теореме, перпендикуляр, вос- 
ставленный в точке С диаметра до пересечения его с окружностью 
в точке О, равен Ср = УАС.ВС = У8.50 = 20 дм или 2 м.А по- 
тому конец более короткого перпендикуляра СР, = 15 см лежит 
внутри окружности, более длинного — СР, = 23 см — лежит вне 
окружности. | | 

411. По теореме: „перпендикуляр, опущенный из какой- 
либо точки окружности на диаметр, есть средняя пропорциональ- 


ная между частями диаметра“, т.-е., СО? = АР.ДВ, имеем: 
|) 10—25. ОВ; откуда 2-55 м: 
2) Пусть АР = 4х, а РВ = 9х; тогда 30? = 4х. 9х, 
куда 307 =.5 
са 


Следовательно, АР = 4х = 20; ОВ = 9х =45; АВ = А+ 
РВ = 20 - 45 = 65. 
| 3) Так как СВ = ЗАД, а РВ = АВ АБ = 3+ АР, то СР = 
Р.РВ перепищется так: (342) = АБ(2*— АБ), или 9АБ? = 
ь 27.АР — АР», или 10А2* =3'.АР. Сократив обе части на их 


чим АБ = -— 
Е 


* 


} 5, 4 с 


4) Так как РВ =АВ — АР, то равенство СБ? = Ар.РВ пе- 
репишется так: С2* = АБ(АВ — Ар), или 15? = АБ(50— АР); полу- 
чаем квадратное ур-ие: 

АР*— 504 -- 225 = 0, 

откуда АР = 25 у252—7225 = 95 4-90, т.-е., 45 и 5. 

4%3. 1) Пусть АО=34 см, ОР = 8х, АР = 9х. Тогда АВ = 
—=2.34=68 см; АР + ОР = 9х + 8х = 34 см, откуда х=9 см, 
а АД = 9х = 18 см; ВР = АВ АР = 68 — 18 = 50 м. 

По формуле Ср = АР.ВРО, имеем: СР? = 18.50 см, откуда 
Ср =У18.50 =30 см. 

2) Хорда ВРС, перпендикулярная к радиусу ОА, делится 


в точке Р пополам, т.-е., ВР = =>. Продолжим радиус ОА до 


пересечения с окружностью. Тогда по формуле (принимая во вни- 
мание, что АЕ, как диаметр, равен 2.25 = 50 см): ВБ? = АР.ОЕ; 
но РЕ=АЕ-— АР=50—10=40 см. Следовательно, В2*-= 
= 10.40, откуда ВО = 20.см; ВС =2.ВР=2.20 = 40 см. 

3) Пусть АВ =$ дм, СР = 40 дм, Обозначим радиус большей 


окружности через ^. Тогда СА? = ЕА.АВ; но СА = = — 20 дм. 


ЕВА =ЕВ— АВ =2Ю-— 8 дм. Следовательно, 20? = (2Ю — 8) , 8, от- 
куда Ю =29 дм. Радиус меньшей окружности ОА =ОВ— АВ= 
= 29 —8=—=21 дм. 

413. Удобно воспользоваться для доказательства чертежем 
473. Пусть СР — хорда, перпендикулярная к диаметру ЕВ. Пер- 
пендикуляр СА есть среднее геометрическое между отрезками 
диаметра ЕА и АВ. Среднее арифметическое тех же отрезков, 


ВА -- АВ 
в; —т 


‚ равно =. или Ю. Но всякая хорда меньше диа- 


метра. Следовательно, СР < ЕВ или К =: но = = СА; зна- 
чит, СА < К, или среднее геометрическое двух отрезков ВА и АВ 
меньше среднего арифметического тех же отрезков, 

414. Т) По формуле, АС? = АВ.АР, или 4—2. 0,5=1 м; 
откуда АС =1 м. 

2) АВ= АР + РВ =4-+5-=9 см; но АС? = АВ. АБ; подста- 
вив вместо АВ и АД их значения, получим: АС*=9.4 см, от- 
куда АС = 6 см. 

3) АР=АВ— ОВ =20 — 15 ==56 см; так как АС? = АВ. АБ, 
то, подставив вместо АВ и АД их значения, получим АС? = 20>. 5, 


откуда АС = 10 м. 


475. Чертеж зад. 474. 


1) По формуле АС? = АВ.АР, имеем: АР= р подставив 


вместо АС и АВ их значения, получим Ар 8 см. 

2) Подставим в формулу АС? = АВ. АР значения АС и АР; 
получим: 12° = АВ.4, откуда АВ = 36 м. Радиус равен 3°/, = 18 м. 

3) Имеем: АС? = АВ. АР. Но АВ=АР + ВР=АР +", АБ= 
="/ АР. Следовательно, АС? =, АР. АР` или 24? = 4, АД*; 
откуда АД = 18 см; РВ =", АВ =\|,.18 = 14 см. 

416. Чертеж зад. 474. 

1) По ре ЕКВ т.-е., (5АДР}=35. АР, откуда 
АР = %|„; =7/; см или 14 мм. 

2) АР = АВ — ОВ = 2у— АС. Следовательно, формула АС? = 
= АВ. АР перепишется так: АС? = 27.(27 — АС). Раскрыв скобки, 
получим квадратное ур-ие: АС? + 27. АС — 47? = 0, 
откуда АС = —7-+ у” - 4”. Принимаем положительный корень 
Аб=кИ5— 1). 

411. По теореме, произведение отрезков хорд, проведенных 
через точку, взятую внутри круга, есть величина постоянная. 

Обозначим искомый отрезок через х; получаем ур-ие: 

х.28 = 24.14, откуда кА = см. 

473. Еслибы А, В,Си р лежали на окружности, то АВиСр 
были бы хордами и, на основании теоремы (см. зад. 477), мы 
имели бы равенство: МА. МВ = МС.МР; но МА.МВ (равное 
7.21) не равно МС.МР (равное 3.16); следовательно, точки 
А, В, Си ВР не лежат на одной окружности. 

499. Пусть хорда АВ повернута около точки М и приняла 
положение А,В,, при чем МА, = 21/, МА. 

Согласно теореме (см. зад. 477), МА.МВ = МА,. МВ, или 
ыы? = ее = 21 ыь = 21/„, т.-е., МВ в 21/, раза более новообра- 
МВ, МА МА 
зованного отрезка МБ!. 

480. 1) Пусть АМ =МВ=х; МС=3 см, МР =48 см. Со- 
гласно теореме (зад. 477), АМ.МВ = МС. МЬ, или х.х=3. 48, 
откуда х =12 см, АВ = 4х =: 24 см. 

2) Пусть АМ = 12 м, ВМ`= 18 м. Обозначим СМ = 3х, ОМ = 8х, 
Тогда, по теореме (зад. 477), АМ.ВМ =СМ.ОМ, или 12.18 = 
= Зх , 8х, откуда х = Зм. Хорда СВ = СМ + р = Зх = 8х == Их = 
==11.3 533 м. 


к 


481. Пусть АМ = 16 см, ВМ = 12 см, хорда СР = 32 см. 
Обозначим отрезки СМ и РМ хорды СР через х и 32 — х. Тогда, 
на основании теоремы (зад. 477), СМ.РМ=АМ. ВМ, или 
х. (32 —х) = 16 .12.. 

Получаем квадратное ур-ие: х? — 32х -|- 12.16 =0, 


откуда х = 16 + И16*— 12.16 = 16-8. 
Следовательно, х, = 24, х, == 8. 


48%. По теореме, произведение секущих, проведенных из 
одной внешней точки, на их внешний отрезок есть величина 
постоянная. 

Пусть АВ = ЗАВ.,. Имеем: АВ. АС=АВ,.АС,, или ЗАВ,. АС = 

АС, 
= АВ,.АС;; отсюда а — 3); т,-е., в новом положении АС,, секу- 
щая увеличилась в 3 раза. 


483. 1) По теореме (зад. 482), имеем: АВ. АР = АС. АЕ. 
Но АВ = АР + РВ = 5 -{ 15 = 20см. Следовательно, 20.5 = 25. АБ; 


20.5 
отсюда А]Е=——- =4 см. 
я 25 


2) По теореме (зад. 482), АВ. АР— АС.АЕ. Но АБ- 
— АС — ЕС = 16 —10=6 м. Следовательно, 24. Ар = 16.6, 
откуда АБ не =4м; ВР=АВ— АБ = 24—4=20 м. 

3) Дано АС + АВ- 50 м. Из равенства АВ. Ар— АС.АЕ 

АР АС 3 АС 

—— =, ИЛИ — = ——. Обозначим АС = 3х, АВ = 7х. 
имеем РГ РГ. 7 РТ: х 7х 
По условию, АС -|- АВ = 50 м, или Зх -- 7х = 50 м, откуда х=бм; 
АС = 3х == 15 м, АВ —7х = 45 м. 

484. Продолжим прямую АО до пересечения с окружностью. 
Пусть 40 —=9 см, тогда АС = АО -- Об=9-+7=16 см, АВ—= 
= 40 —0С =9—7 = 2 см. Обозначим АЕ =ЕР =х. 

По теореме (зад. 482), имеем: АС. АВ=АР.АЕ, или 16.2 = 
==2х.х, откуда х =4 см. Искомая АР =2х = 8 см. . 


485. 1) Дано, что МА=Ср, МВ == 10 дм, МР = 15 дм. По 
теореме (зад. 482), МВ.МА = МО. МС; но МС=мМр— СЬ= 
=МР—МА==15 —МА. Следовательно, 10.МА = 15. (15 — МА), 
откуда МА =9 дм; значит, и СР=МА = 9 дм. 

2) Секущая МВ = МА -| АВ =: 18 -+ 12 = 30 см. 

Пусть МС и СР будут выражены через б5х и 7х, а следова- 
тельно, МО = МС + СР = 5х -{ 7х == 19х, 


И 


По теореме (зад. 482), МВ.МА=МР.МС, или 30.18 = 


30. 18 
— 12х.5х, откуда х = ИЕ см. 
Искомая МР = 12х = 12.3 = 36 см. 
3) Пусть искомая АВ==х, тогда и МС = х; тогда МВ = МА -- 
+ АВ= 20-х, М=МС+СР=х-и. 
По теореме (зад. 482), МР.МС = МВ.МА, или (х - 11).х= 
= (20 -- х). 20; получаем квадратное ур-ие: х* —-9х —400 = 0, откуда 


в х= 95 См; 


486. Пусть продолжения хорд будут равны: тх и их; тогда 
секущие выразятся величинами (а - тх) и (6+ их). 
По теореме (зад. 482), (а -- тх) тх = (6 - их) их, или (а -- тх) т= 
= (6 + их) я [сократить на х мы имеем право, так как х в данном 
случае действительное число, отличное от нуля]. Разрешив ур-ие 
{< + тх) п = (6+ пх)и, получим: 


_ ат— бт. ой т (ат — 6") И (ат — 6”) 


Вр. 6. у ы 


#— 7 72—12 


7 — т? 
45%. По известной теореме, касательная есть средняя про- ^ 
порциональная между всей секущей и внешней ее частью. Пусть 
длина касательной —х. Тогда: 
1) Секущая равна 4 -- 5 =9. Из ур-ия х*=9.4 имеем х = 6. 
2) Секущая равна 2,25 + 1,75 = 4. Из ур-ия х? = 4.29,95 
имеем: х = 3. 
3) Секущая равна Ол Из ур-ия х?=3.1 получаем 
х= УЗ. 
\— 


48$. Наибольшей секущей, проведенной из данной точки, 
есть та, которая проходит через центр; тогда внутренний ее 
_ отрезок, очевидно, есть диаметр. Обозначим диаметр через 57, 
тогда внешний отрезок секущей равен 50 —2”. По теореме 
(зад. 487), можем составить ур-ие: 50 (50 — 27) = 20°. Решив ур-ие, 
получим: х = 2Е см. 


439. Обозначим внешний отрезок секущей через х, тогда 
секущая выразится °/,х. По теореме (зад. 487), можем написать 
{обозначив длину касательной через у): у? — /ах.х, откуда 
у -=/зх. Отношение секущей к касательной равно: 

о. 
ИК 2 

490. Пусть АВС секущая двух пересекающихся окружностей 

О и О, АР— касательная к окружности О, АЕ — касательная 
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к окружности О;. По теореме (зад. 487), имеем: АР? = АС. АВ; 
АЕ* = АС. АВ; следовательно, 42? = АР?, или АД = АЕ. 

Подобным образом доказывается, что и АР, = АЕ.. 

491. Секущая АС = АВ-+ ВС =6+- 8 = 14 м. Если бы АР 
. была касательной, то, по теореме (зад. 487), было бы АД*= 
—= АС. АВ. Но АД? = 10?, а АС. АВ = 14.6. Значит, АО?-- АС. АВ, 
и АД — не касательная. | 

Если из одной точки проведены две секущих, то произве- 
‘дения каждой секущей на свой внешний отрезок равны между 
собой. Если обозначим через АД секущую (или внешний отрезок), 
а через х внешний отрезок (или секущую), то можем написать. 
_ равенство: АС. АВ = АР.х, откуда 

АР и 

Так как х = 8,4 м меньше АД = 10 м, то, очевидно, АД будет 
секущей, а точка Р — второй точкой пересечения. 

49%. По теореме (зад. 487), можем написать: АВ?=АД. АС. 

1) Имеем: 2=4.АС, откуда АС =1 см. Искомая СР == 
—=АР—АС=4—1=3 см. 

2) Обозначим АС через 4х, а РС через 5х; тогда АР = АС -+- 
+ СВ =4х- 5х = 9х. Итак, по формуле, 12? = 9х. 4х = 36х?, 
откуда х =2 см, АР = 9х = 18 см. 

3) Обозначим искомую АВ через х, тогда и СР =х, а АД = 
= АС-- СР =а- х. По формуле, х? = (а-+- х)а, или х*— ах—а=0. 
Решив это квадратное ур-ие, получим: х=-9(У5+ 1). 

Берем только положительный корень ур-ия. 

493. 1) Пусть ОВ расстояние секущей от центра круга. По 
теореме (зад. 487), АВ = АД.АС, или _ 20* =40.АС, откуда 
АС =10 см; следовательно, СР = АР— АС = 46 — 10 =30 см. 


По теореме, радиус, перпендикулярный к хорде, делит хорду 
пополам; следовательно, ДЕ == 5 = >= = 15 см. 

Искомый радиус ОР определится, как гипотенуза, из пря- 
моугольного тр-ка ОЕР: Ор = УОЕ*-{ ЕР*,илиОр = у8* + 15 == 
— 17 см. По формуле (зад. 487) АВ* = АД. АС, имеем: 4* =8. АС, 
откуда АС = 2 см. Хорда СР’ делится пополам в точке Е (радиус, 


перпендикулярный к хорде, делит хорду пополам), т.-е., СЕ =- ее 


Но СР = АР-— АС =8—2 = 6 см; следовательно, СЕ =‘/.=3 см; 
АЕ = АС+СЕ =2-+3=5 см (или, АД Ер=8—3=5 см). . 


А 


‚ Искомая АО определится, как гипотенуза, из прямоугольного 


тр-ка АОЕ: АО = УОЕ? + АЕ? = У12? +- 5? = 13 см. 

494. 1) Пусть касательная —х. Тогда внешний отрезок се- 
кущей выразится через х — 5, а внутренний отрезок будет х -| 5; 
длина же всей секущей будет (х —5) - (х - 5) = 9%. По формуле 
(зад. 487), имеем: х? = 2х (х— 5). Сократив обе части ур-ия на 
х (т. к. х действительная величина, отличная от нуля), получим 
х = 10 см. 

2) Пусть касательная будет х, тогда внешний отрезок секу- 

а—х 
щей выразится ть В самом деле, пусть АД =у, тогда СР = 


=Уу+ ха АС = АР СР, или а=у + у--х, откуда ут”. 


По формуле (зад. 487), х = ее, или 2% ах —@ = 0. 


—а-У@ + 84. 


„Решив это квадратное ур-ие, получим: х = ь 


а 
Берем положительный корень ЯОЙ 


495. Обозначим касательную через х. Внутренний ‘отрезок 
секущей выразится через х— 2, внешний — через х—4, а вся 
ый (х—2)-|- (х— 4) = (2х —6) см. По формуле (зад. 487), 

= (2х—6) (х—4), откуда х— 14х + 24`== =—0. Решив это кв. 
ур-ие, получим: х = 7 == У7*— 24, откуда х, == 12, х, = 2. 

К условию задачи подходит лишь х == 12. Секущая 2х — 6 = 

=2.12 — 6 == 18 см. ® 


496. Если обозначим длину касательной через х, то внут- 
ренний отрезок секущей равен (х -{ 20) см, а ‚внешний отрезок 
(х— 8) см. Вся же секущая’ выразится: (х-+ 20) + (х—8) или 
{2х + 12) см. По формуле (зад. 487), х? = (2х-|- 12) (х—8), откуда 
Хх" —4 х—96 =0. Решив это ур-ие, найдем: х=2- у4- 96. 
х, = 12, = — 8. 

Второй корень х = —8 отбрасываем, как неподходящий 
к условиям задачи. Таким образом, касательная = 12 см, 

Секущая 2х -- 12 =2.12 + 12 =- 36 см. 

491. 1) Обозначим длину касательной через х, тогда длина 
секущей выразится через (30 —х)см, внутренний отрезок секу- 


щей—через (х—2) см; следовательно, внешний отрезок секущей 
равен (30 —х) — (х —2) или (32 — 2х) см. 


` 


9 


По формуле (зад. 487), получим: х? = (30—х) (32 — 2х), от- 

куда х* — 92х -+- 960 = 0. Решив это кв. ур-ие, получим: 
х = 46 == У46? — 960 = 46.-Е 34; х, = 80, х, = 12. 

Принимаем х = 12, второй корень 80 противоречит условиям 
задачи. . 

Секущая 30 —х равна 30 — 12 = 18 см. 

2) Пусть х-— длина касательной, тогда секущая будет 
(15 —х) см, а внешний отрезок секущей равен (х— 2) см. 

По теореме (зад. 487), х? = (15 —х) (х — 2), откуда 2х* — 17х-- 
-- 30 = 0. 

17 + У11*—4.2.30, 


Решив кв. ур-ие, получим: х =: Зе, 
ай 


Хх, = 2,5. Оба корня удовлетворяют условиям задачи. 


Секущая (15 —х) см равна 9 или 12,5 см. 


498. Разделить прямую линию в крайнем и среднем отно- 
шении значит разделить ее на две части так, чтобы большая 
часть была средней пропорциональной между всей прямой и 
меньшей ее частью. Пусть величина прямой а, большая часть х» 


а Хх 
меньшая а—х. Тогда х 2х’ Откуда х ах — а = 0. 


Решив кв. ур-ие, находим: х = (И — 1); меньшая часть 
а—х =58— У5). 
199. Если всю величину выразить через а, то ббльшая часть 
К: х 
(см. зад. 498) выразится через а. 1 -а.0.18 „а эта ве- 
личина разнится от 5/за, или от 0,625 а, меньше, чем на 0,007 а. 


500. Пусть вся величина х; тогда, по зад. 498, меньшая 


часть будет 21 (3—5). Следовательно, = (3—И65 ) = 6, откуда 


26 х 
Я: А 
х 3 У5 бльшая часть равна > (И5 — 1), или 
2, УБ-И _6(У5— 1 З--У5)__ У5Ь 
83—75 2 (3—У5) (3+ И5) 2 


„- ® 
2. 


> т 


2% > ея 


501. Пусть данная прямая — а. Согласно зад. 498, больший 


= (3—И5). Следова- 


тельно, отложив меньший отрезок на большем, получим разность: 


отрезок равен с (ИУ5 —1), меньший = 


ой 


2 (У5—П—5@8— 15) =а(У5—2). 


Сравнив величины г. (3—Иб5)иа(/5—2) и приняв во 


внимание, что |У5 = 2,2..., видим, что первое выражение больше 
второго. 


< 2 а 
Возведя в квадрат я (3 —И5), получим — (7—ЗИ5); тот 


же результат получим и от произведения я (У5-—- Пиа(У 5—2). 


502. В формулу зад. 498 подставляем 27 вместо а, получаем 
отрезки диаметра: г (3—У5) и’ (У5 —1). Искомый перпенди- 
куляр есть средняя пропорциональная между отрезками диа- 
метра, т.-е., 


№ =7(3—У5)."(У5—1); = (4У5-—8) =4"(У5—2). 


Отсюда х=2х и УБЬм 


503. 1-й способ. Проекция центра О на прямую ММ есть 
точка 2, проекция точки М на ту жепрямую есть точка В. Нужно 
найти длину отрезка АВ. Из точки М опускабм перпендикуляр на 
диаметр, тогда СМ = АВ. По теореме (зад. `469), можем написать: 
СМ*=рС.СА; но СА=МВ=3 м; РС=АР—СА=15 м—3 м=12 м. 
Подставив эти значения в формулу, получим СМ? = 12.3 = 36; 

СМ = 6. 

2-й способ. Пусть проекция центра О на прямую ММ есть 
точка А, проекция точки М на ту же прямую есть 'точка В. . 
Требуется найти длину отрезка АВ. Точку М соединяем с цен- 
тром и проводим МС параллельно ММ. Диаметр круга АД равен 
расстоянию между параллельными ММ и КГ, т.-е., 15 м, а ра- 
диус = 15], = 7,5 м. Искомый отрезок АВ равен СМ (как параллельная 
между параллельными); СА=МВ=3 м; 'ОС=ОА— АС=7,5 —3= 
— 4,5 м. Из прямоуг. тр-ка ОМС находим: 


СМ = УОМ*— СМ? = У7,53-— 4,5 = 6 м. 
Итак, искомый отрезок АВ —= СМ = 6 м. 


ОНА. 


504. Высота равнобедренного тр-ка проходит через центр 
круга` (т. к. высота равнобедренного тр-ка делит основание по- 
полам, а центр круга лежит на перпендикуляре, восставленном из 
середины стороны — значит, и основания, — следовательно, высота 
совпадает с диаметром). 

Обозначим высоту тр-ка ВЕ через х; тогда основание 


АСЕ ВА =”; РЕ-ВР—= ВЕ 


По теореме (зад. 469); АЕ?=РЕ.ВЕ или (7— ой = 


= (27—х)х, откуда получим кв. ур-ие: 5х? — 12их + 47? = 0. Решив 
ре 9у)\2 2 
ур-ие, получим: х = ее Уи ый Илия: == 27х57: 


Первый корень ур-ия не удовлетворяет условиям задачи. 
505. См. зад. 469 и 504 (черт. зад. 504). 


1} По формуле, АЕ? = ВЕ. ЕР; но АЕ = ты 8 м, ВЕ=4м, 
следовательно, 8* =4.ЕрР, откуда ЕД = 16 м. Диаметр ВО =. ВЕ-- 
+ ВР =4 + 16 =20м. Искомый радиус == 10 м. 


2) По формуле, АВ? = ВР.ВЕ, или 12 = ВО.9, откуда 


В = т — 16 м. Но ВР - 16 — диаметр, следовательно, радиус = 
—=.8 м. 

3) Определяем высоту из прямоугольного тр-ка АВЕ: 
ВЕ = УИАВ?— АЕ?; т. к. АВ = 15 м, АЕ= ты = =9 м, то ВЕ == 


153 — 93 -= 12 м, 
По формуле, АВ? = ВО.ВЕ, или 15? -= ВР .12, откуда ир= 


15 
БСН =”/ам. Искомый радиус равен половине диаметра Вр, т.-е., 


506. Центры кругов—вписанного и описанного— лежат на вы- 
соте равнобедренного тр-ка, т. к. высота в равнобедренном тр-ке 
служит одновременно и высотой и медианой: центр круга описан- 
ного лежит на высоте, так как высота равнобедренного тр-ка 
_ есть одновременно и перпендикуляр, восставленный из середины 
основания; центр круга вписанного лежит на высоте, ибо высота 
равнобедренного тр-ка есть в то же время и биссектриса угла. 


В 


Из прямоугольного тр-ка АВЕ определяем высоту ВЕ: 


ВЕ = УАВ*— АЕ? = У 30—24 24? — 18 см. Радиус КЮ описанного 
круга найдется, как в зад. 505, п. 3: 


Прямоугольные тр-ки АВЕ и ВЕО, подобны, т. к. у них ост- 
рый угол АВЕ — общий. Из подобия тр-ков следует: 
И т или, полагая О.Е = 7, АЕ = кА = 24 см, ВО, = ВЕ— 
АЕ АВ 2 


—0,В=18 см—›, АВ=30 см, напишем: —^ = 8% откуда: 


30 
г=8 см; ВО, = 18 —т= 18 —8 = 10 см. ё: 


Искомое расстояние ОО, =ВО— ВО, =ЕЮ -— 19=95—10=15 см. 


507. 1-й способ. Пусть АС = а. Проведем радиусы ОдиОС 
и искомую хорду АВ. 


Хорда АВ разделится радиусом ОС пополам и перпендику- | 
лярна к нему. По теореме „квадрат стороны, лежащей против 
острого угла, равен сумме квадратов двух других сторон без 
удвоенного произведения основания на проекцию другой стороны“: 
АС* = ОА? -- 0С* —20С.ОР или =” + — 27.00, откуда 


СИТ 
ор- ===. Из прямоугольного тр-ка ОАДР определим поло- 
у - 


вину искомой стороны АВ: 
к заЛЬ. За о а Га анья 
АД = УО4*— ОГ? -у» — г Е У 47”? — а. 
! 
Искомая АВ=2. АД = ‚ У 47° — в. 


2-й способ. Проведя ВС, ВК и АК и продолжив СО до 
пересечения с окружностью, рассматриваем полученный таким 
образом Четыреугольник, применяя, Птоломееву теорему: АК. ВС -|- 
+ ВК. АС = АВ.СК. Но. АК = ВК = УСК*-- АС? (тр-к АСК пря: 
моугольный, т. к. ДСАК прямой, как опирающийся на диаметр СК), 
или АК = ВК = У47* —а*, АС = ВС =а, СК = 9. Следовательно, 


УЕ ед с ава 
‚ 2ау4" — а* =: 27.х, откуда х = у У 47? — аг. 


— 14 — Ш: 9% 


3-й способ. Из прямоугольного тр-ка АКС имеем (зад. 354,}: 


АК.АС =СК.АРО, откуда АД = А но АК = У 47? — «°, 


АС =а, СК =2%7; следовательно, АР = ву =. 
я 


Искомая АВ =2АР = Я И4— 8. 
й 


508. Из центра О проведем радиус ОА; он будет перпенди- 
кулярен к касательной ММ; этот радиус продолжим до пересе- 
чения с хордой ВС. Очевидно, прямая АР и будет искомой. 

Для определения величины АД, опустим из точки О пёрпен- 
дикуляр ОК на данную хорду АВ. Прямоугольные тр-ки АВР и 
АОК ‚подобны, так как имеют общий острый угол ВАР. Из по- 


добия этих тр-ков имеем: а = 28 ‚НОАК а = = = 6 см. 
: АК АО 2 2 
АО =; = 8 см; следовательно, => == =, откуда АД = и = 9 см 


509 Густь АВ = а, а искомое ‘расстояние — АС. Опустим 
перпендикуляр ОК на хорду АС. Прямоугольные тр-ки АОК и АВС 
подобны, так как Д АОК = ДАСВ, ибо ДАОК =\1| Д АСС, т.-е., 
измеряется половиной дуги АС, нои Д АСВ измеряется половиной 

. АС АВ 
той же дуги. Из подобия этих тр-ков имеем: -— =-—, но АК= 
АО АК 
АС Е 
т ; следовательно, “= —= а”, откуда АС = У2а’.: 


510. Пусть АС = СР. Опустим из точки С перпендикуляр 
на диаметр АВ. Тогда, по теореме „хорда есть средняя пропор- 
циональная между диаметром и проекцией этой хорды на диаметр“, 
имеем: АС? -- ДАВ.АБ. Но АВ -= 2 АЕ = АВ —ВЕ = АВ— 
— СР = 2" — АС. Следовательно, АС? = 2'(9' — АС), или, полагая 
АС =х, напишем: х?-|- 2х — 47? — 0. Решив это ур-ие, получим: 

х= —7-ВуР - 4. Итак, Аб =г(У5— 1). 

511. Пусть КС =х, АК = 8х, АС= АК + КС == 8х -|-х = 9х. 
Соединим точки В и С: тр-ки АВС и АОК подобны, ибо у них 
общий острый угол А. Из подобия этих тр-ков имеем: 


А о ПЕ | : 

—— == —— ИЛИ —- = —- 36х2 =; ыы 

дв 25 5; = о? откуда 36х : 
в ВЫ ь 
6 о 


Е 


512. Соединим точки АсС и Всро. Хорды АС и ВР равны 
между собою, как стягивающие равные дуги, заключенные между 
параллельными хордами. Опустим перпендикуляры СК и ОЕ на 
диаметр АВ. 

Из тр-ка АМС имеем: МС? = АС? + МА*-—2МА. АК. 

Из тр-ка МВР ‘имеем: М2? = ВР? + МВ? —-2МВ. ВЕ. 
Сложив почленно эти равенства, получим: 

МС* + МР? = АС? -|- ВР*-- МА*-- МВ*—2МА.АК —2МВ. ВЕ. 
Но АС = ВР, АК = В (как катеты равных прямоугольных тр-ков 
АСК и ВОГ). Четырехчлен АС?-- Вр*?—2МА. АК—2МВ. ВЕ = 0. 
В самом деле, обозначим АС = ВР =т, АК -= ВЬ=и, тогда че- 
тырехчлен перепишется так: 27? —2и (МА МВ) =2т?—2и. АВ; 
но АС*— АК. АВ (хорда есть средняя пропорциональная между 
диаметром и проекцией хорды на диаметр), или 27? =. АВ, откуда 
7? —п.АВ = 0; следовательно, 27? —2и.АВ = 0. 

Итак, МС? -+ МР? == МА? + МВ?. 

513. 1-й способ. Пусть искомая (наименьшая) хорда в точке 
пересечения делится на отрезки хи у, так что (согласно свойству хорд, 
пересекающихся в одной точке) ху = 18.50 = 900 (1). Положим, что 
длина искомой хорды равна эп, т.-е., х -- у = т (2). Решив совместно 
ур-ия (1) и (2), именно квадратное ур-ие 2 — 22 + 900=0, полу- 

т + Ут: — 4.900 


чим 2 = ера ‚ Для того, чтобы корень был веществен- 


ным, необходимо, чтобы подкоренное количество 7? —4.900—0, и 
откуда 71° —=4.900 или т=2.30. Следовательно, наименьшее зна- 
чение 71 = 60. 

2-й способ. Рассматриваем ху = 900, как площадь пря- 
моугольника со сторонами х и у. Но из всех прямоугольников, 
имеющих одну и ту же площадь, наименьшим периметром обла- 
дает квадрат (отд. алгебры штахйпа и пишипа), Следовательно, / 
х =у=: У900 = 30, ах-++у == 60. 

Прим. Наглядно можно решить эту задачу, ‘разложив „ 
900 на множителей 2.2.3.3.5.5и разбив их на 2 группы так, чтобы 
сумма произведений была наименьшей. 

514. Пусть рК = К1—= Е. Обозначим ВК через х, тогда КД = 
= ВКУ2=хХУ 2, так как тр-к ВКГ — прямоугольный и равно- 
бедренный. В самом деле: угол В прямой, как вписанный, опи- 
рающийся на диаметр; углы А и С равны по ыы 


- 


как вписанные. 
опирающиеся на четверть окружности (— АВ = — ВС); следова- 


тельно, Д ВКЕ = д ВАС = 5, ВЕК = и ВСА- с. 


}! 


О 


Напишем равенство (зад. 477): АК.ВК =ркК.ЕК; но АК = 
=. АВ— ВК =а—х, ВК ==х, РК=хУ2, ЕК = КЁ + ЕЁ = 
— 2хИ 2. Равенство перепишем так: (а —х)х =хУ2.2х У2, или 
ах = 5х?, откуда х== | 


515. Проведем хорду АВ. Докажем, что АВ параллельна СР. 
В самом деле: продолжим радиусы ОА и ОВ до пересечения с окруж- . 
ностью. Напишем равенства: ВЁ. № =р2Ё.СЕиАК.МК =СК.ОК; 
но СК = КЕ =рЕ =х; следовательно, РЁ. СЕ = РИСК - КГ) = 
ОХ Е 2 И ОКЕ ВЕ СК(КЕ ЕР Те 
РЕ.СЕ-=СК.РК, а потому ВЕ. М = АК.МК. Мы видим, что 
ВЕ и №/. —отрезки диаметра ВМ, а АК и МК -— отрезки диаметра 
АМ. Но произведения частей одного и того же диаметра могут 
быть равны лишь в том случае, когда эти части равны (см. при- 
мечание), следовательно, МК = М№МЁ и АК = ВЕ. Отсюда и ОГ. = 
= ОК, так как ОЁ =оОВ — ВЕ =х— ВГ, а ОК =ОА— АК =г— 
— АК. Рассматривая тр-ки АОВ и ОКГ и заметив, что ОА = ОВ 
и ОК = ОЕ, заключаем, что КГ | АВ, а потому и СР | АВ. Обо- 
значим ОК через х, тогда КР =хИ2 (из равнобедренного пря- 
моугольного тр-ка ОКР), Кр=КЕ- 1) =2х У 2. АК=оОА— 
—ОК =г—х, КМ=ОоОМ-+ ОК =и+&. „ 
По теореме (зад. 477), СК.КР =АК.КМ или 
хИ2.2У2 =(’—х) (7 + х) или, 7? = 5х*, откуда х= ы 


у 


Примечание. Пусть мы имеем произведение 45. Умень- 
шив а на х, а 6 увеличив на х, получим такое произведение 
(а—%) (6х); чтобы аб было равно (а—х) (6-х), т.-е., аб = 
= (@—х) (5 +х), необходимо; ‘чтобы ах — 5х -- х? =0, или 
х(а—6—х)=0 [что получается по упрощении равенства аб = 
=(а — х) (2 + х)]. Отсюда либо х -==0, либоа —В—х=0, т.-е., 
х=а— 6.Подставив х =а— в произведение (а — х) (6 -- Хх), полу- 
чим первоначальное произведение, только в обратном порядке: 65а. 

516. Тр-ки АВС и ЕВС подобны, так как АС || ЕС, а потому 


ЕВ 
С: = —‘= мы т-е. ЕС = ее =6 м. По теореме (зад. 477), 


АС АВ 2 2 
имеем: РА .РЕ == АЁ.ЕВ(1). Обозначим РЕ через х, тогда иСЕ = х 
(в чем убедимся, перегнув чертеж по диаметру ВК; тогда Е сов- 
падет с р, аСсл); ЕБ =ЕРс-- СЕ =6бм-+-х; АЕБ= ЕВ = “8 


— 


4м. 


Следовательно, равенство (1) перепишется так: х(б ! х) =4.4, или 
Хх бх — 16 = 0. 


ры 


Решив это квадратное ур-ие, получим: 
Е м 
х = — 3-Е ИЗ? + 16; .=2, х,=— 8. 
Принимаем положительное значение х = 2, тогда 
РЕ = ЕС + 2х =6+4=10 м. 
517. Проведем радиус ОА и продолжим перпендикуляр ОС 
в обе стороны до пересечения с окружностью. Тогда (зад. 477): 
АР. РЕ=ркК.РЕ(Т. 
АВ 


Так как ЖЕ ем ОС =9 см, то ОА === У АС? + 0С* = 


—0В =7—4=15—4=11 см; *рЁ = ОЁ + ОБ=г+4=15 + 
-= 4 = 19 см. у 
Итак, равенство (1) перепишется так: 
11.19 


13.РЕ =11.19, откуда РЕ = т 


'Искомая хорда АБ — Ар + РЕ 3 + т 129,08... см. 


51$. Соединим точку С с центром; радиус ОС, очевидно, 
перпендикулярен к диаметру АВ, равному АР -+ ВР = 35 + 5 = 
—40 см. Отсюда радиус круга равен “)/, — 20 см, а Ор =ОВ— 
— ВВ =20—5 = 15 см. Отрезок СР определится, как гипотенуза 
прямоугольного тр-ка ОДС: Е 
Ср =УОС* + ОБ: =У 20% +- 15 =25 см. 
По теореме (зад. 477), РЕ.СР = АР.ВРО или ОЕ. 25 =35.5, от- 
куда РЕ —=7 см. Искомая хорда ЕС = СР -- РЕ = 25 \ 7 = 32 см. 
519. Продолжим сторону искомого квадрата ЕС до пересе- 
чения с окружностью. Рассматривая пересекающиеся хорды АР 
м ЕЁ, напишем (зад. 477): ЕС.С[ = АС. Ср. Пусть сторона иско- 
мого квадрата ЕС = х; С2 = СМ + МЁ =а-+х; 


ис ча: р СЕ ах. 
2 2 2 2 2 2 
Равенство ЕС. СЕ = АС.СР перепишется так: 
ах ах 2 к 
хех) = ——. ‚или 5х* -- 4ах — а? =0, 


2 


Решив квадратное ур-ие, получим: х = а 


Принимаем х = го 


а = 
ы 520. Соединим А с Си Вс р. Получаются подобные тр-ки 
АМС и ВМР. так как Д АМС = ДВМЮ, как вертикальные; 
Д АСМ = { ВВМ, как опирающиеся на одну и ту же дугу АБ; 
точно так же равны Д САМ и Д ВРЬМ. Из подобия этих тр-ков. 
ИЕ НЫ и. ЕВЕ 1: Обозначим МА = 
МВ вр И МВ вр п 
= ях, МВ =их, Мб =ту, МВ ==иу. Следовательно, АВ = МА + 
+ МВ = тх + пу=а(1), а Ср = МС- МБ = ту - ях = Ь(2).Решив 


эти ур-ия, получим х = ”@—— я у= тб — па, Итак, МА=тх= 
72 — 1? 2—2 
_ т(та — пб) аа р п(тЬ — та). о СВ т(ть — ыы 
т — и? 712 — 1? 112 — 1? 
МР = их = п(та — тб). 
т? — и? 


521. Тр-ки МВС и МАР подобны, так как угол М — общий, 
(В = Др, как вписанные, опирающиеся на одну и ту же дугу 
МВ. ВС. т. 
а МР АР тп 
х Пусть "МВ = тх, МР = их; тогда МА = МВ— АВ = тх —а, 
МС = МР— СР = пх— 6. 
По теореме (зад. 482), напишем: МВ. МА = МО.МС, или 


АС. Из подобия тр-ков имеем: 


< та— пь 
$ тх(тх — ад)=их(пх — 5). Решив последнее ур-ие, найдем: х= - ый 
о пе — и? 
т(та — пб п(та — пб 
Следовательно, МВ = тх = ви) ‚ МО =их= о 
т? — и? и т? — и? 


53%. Пусть искомое расстояние АЕ =-х; тогда АД = АЕ + 
+ ЕВ =х-+ 2%. 
По условию, АР = АВ-- АС -- 2АВ, илих +{ 2№=2 АВ, откуда 


р 
АВ = к. По формуле (зад. 487), АВ?- АР. АЕ ван") - 


== (х -- 2”)х; после упрощения получаем: Зх* -{- 47х — 47? — 0. Ре- 
шив это квадратное ур-ие, получим: 


2 
`— =. . Принимаем х == 7х. 
2.3 6 4х 8 
523. Соединим центр О с точкой касания К хорды АВ (она 
же касательная к внутренней окружности). Радиус ОК, перпен- 
дикулярный к касательной АВ, делит хорду АВ пополам; следо- 
А 
вательно, АК — ВК = ^ ==. 


О 


Рассматривая внутреннюю окружность, у которой АК — ка- 
сательная, а АР — секущая (при чем АС = СР, по условию), мо- 
жем написать равенство (зад. 487): АК? = АД.СР (1). Обозначим 
СР через х, тогда АР = 2х. Тогда равенство (1) перепишется так: 

ы =2х.х, откуда х= “= Уо. 
2 2у2 4 

Опустив перпендикуляр ОГ на хорду АЕ, видим, что хорда 
АЕ делится пополам, т.-е., АГ = ЕЁ; точно так же и хорда СО 
делится пополам, т.-е., СЁ = ОГ; следовательно (вычтя почленно 
из первого равенства второе), и АС =ДЕ. Итак, хорда АЕ делится 


на 3 равные части: АС = Ср =рЕ=х, и АВ-Зх- За у2. 


524. Тр-ки АСР и ВСР подобны, так как у них ДС-— о6б- 
щий, а Д САР = / ВРС, как имеющие одну меру —!/. —- ВО 
(Д САР — описанный и опирается на дугу ВО, / ВРС составлен 
касательною СР и хордой ВР и измеряется половиной дуги ВО). 
На основании подобия этих тр-ков можем написать: 


По формуле (зад. 487), СР*= АС. ВС или СР*=(АВ -- ВС) ВС, 
или СР? = |; АВ.4|; АВ, откуда СР = ‘|; АВ. 
кВа ОЕ 
Пропорция перепишется так: — Вр ЧА в 2 
525. Внешний отрезок АР определится из формулы (зад. 487): 
АС* = АВ. АР, или 24? = 32. АР, откуда АР = 18 см. Проведем 
хорды ВС и РС. Полученные тр-ки АВС и АСР подобны (см. зад. 


ВС _ АВ _32_ 4 
524), и мы можем написать пропорцию:-—- = = —=— 


РС. Иа 2..8 
Согласно отношению > — - можем положить: ВС—4х, РС = к" 
Тр-к ВСР прямоугольный, т. к. Д ВСР прямой, ибо опирается 


на диаметр ВО. Из этого прямоугольного тр-ка имеем; Вр = 
= ВС*-+- С0*; но ВВ = АВ— АД = 32 — 18=14 см. Следовательно, 


14 . 
14° = (4х)? -|- (3х)*, откуда х= Е см; ВС=4х = ‘= 119 см 


536. Как и в зад. 524, напишем пропорцию: 


Ар АС. АС т к АР т м 
= но —— =-— ‚значит, и —— = —. и, 
ср ВС’ ВС п Ср п ь 


О 5 


Положим, АР == тх и СР = их. Согласно формуле (зад. 487), 
СР? = АР.ВР (1); заметив, что Вр = АР — АВ = тх— а, перепи- 
шем равенство (1) так: (их)? = тх(тх — а); откуда, сократив обе 


ат 
части нах и решив ур-ие, получим; х = . 
т? — и? 
атп 
Искомая длина СР = их = . 
т? — и? 


Правильные многоугольники. 


а Обозначения: у радиус окружности; а, — сторона пра- 
вильного вписанного и-угольника; 6, — сторона правильного 
описанного п-угольника; А, — апофема правильного вписанного 
и - угольника. 

521. 1-й способ. Число углов и - угольника равно Зал — 44, 
или 24 (п — 2), в градусном измерении 180° (я — 2), а каждый угол 
о \# 
вен 180°(п—2) - — 180° — 360°. 
7 я 

Подставив вместо и» последовательно 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 25, 
получим: 60°; 90°; 108°; 120%; 135°; 144°; 150; 165° 36’. 

2-й способ. Соединив центр О с вершинами углов А, В, С..., 
получим тр-ки ОАВ, ОВС, ОСР..., равные между собою. В любом 
из этих тр-ков, напр., тр-ке ОАВ, углы ОАВ иОВА равны и каждый 
из них равен половине угла п - угольника; следовательно, 
2 ОАВ-+ ДОВА= ДА. 


Но угол АОВ = а ‚ асумма углов тр-ка равна 24; следо- 
п 
з [5 
вательно, Д ОАВ -- / ОВА = 2а— 6". значит, и Д А=2а— в 
п п 


538. Проведем радиус ОЛ. Из прямоугольного тр-ка АОС, 
где ОА =», ОС = а имеем: АС = УОА: — ОС: = 


Но Аб=- - В (радиус, ара кхорде, делит хорду 


пополам). Следовательно, А = ть 3, откуда АВ =/У 3, а 


последнее выражение есть и правильного вписанного тре 
угольника. 


Ще 


2) Пусть АВ = а, равное радиусу описанного круга. 
Из прямоугольного тр-ка АОС имеем: ОС =УА0?— АС», или 
УЕ 
[принимая во внимание, что АС = —— = т 


2 
с=/ в=[;] = - УЗ. 


`НогИЗ есть выражение для аз стороны правильного. 


а. 
вписанного  тр-ка; следовательно, ОС о 


а; 
Наглядно можно доказать, что А, = > › ®Сли сравнить 


прямоугольные тр-ки АОС и КОЕ, гда АГ. есть сторона правиль- 
ного вписанного тр-ка. Эти тр-ки равны, т. к. ОА = ОЁ = и, 
а Ас=ок= -, (ср. п. 1); следовательно, ОС = КГ, т.е. К; = ==. 

539. те радиус ощисанного круга К, а радиус вписан- 
ного—7. По условию А—х= т. Но из теории известно, что ра- 
диус описанного около тр-ка круга вдвое больше радиуса. впи- 
санного круга, т.-е. К = 27. Подставив-2х вместо А в выражение 
К—т=т, получим х= т, откуда Ю=9т. Но а, = ВУЗ; сле- 
довательно, а, =2т УЗ. 

530. Ш Подставив в формулу удвоения: 


ав = и 27 — и / значение а; ы у, получим: 
и=И 2-я УЗИ да 
® 


2) А. у ‚формуле удвоения имеем: 


„= У и > а 08 ; но а, = х, следовательно, 


ии, п — = Уз 


| В. От середины С полуокружности АСВ отложим дугу СР, 
равную 30°, и, проведя хорду СР, соединим концы ее С и Д с кон- 
цами А и В диаметра. Получается вписанный 4-угольник АВОС, 
в котором СВ = а». [1 к. стягивает дугу в 30° = т ) АС = 
== ВС = а. (стягивают по '/, окружности), АД == а, (стягивает дугу 
в 120°), ВР = (стягивает дугу в 60°). По теореме Птоломея, 

РС.АВ- АС.ВО = АР. ВС или а,.2'-- а. 0, = @у . Чл» 


А 
Подставив вместо а., а, а, соответственно 7 и 3, ТУ 9, 
получим: а... 27--7И2.7=туЗ.туэ. 
Из этого ур-ия определяем а,» = - 7” (У —У2). 
Примечание. Этот же результат получим путем преобра- . 
зования полученного выше выражения гУ 2 — ИЗ, по формуле 


ас 
вы 


Из \УЬ= 


а—с р НИК 
а где с = Уа?—6. 


531. Пусть АВ сторона правильного вписанного п- -угольника, 
ОС—его апофема. Из прямоугольного треугольника ОАС имеем: 
ОС = ИОА?— АС?; т. к ОС=А. ОА=»ь, АС = = ‚ то формула 


перепишется так: А» = 7? — 


а _ В 


и 
ы (1) 

‚Воспользуемся значениями (зад. 530) а = ›У2 — И2 ид» = 
=7У2—УЗ= 5 (Уб—И2), а также а, = : (ИБ, в 


подставим их в формулу (1). 


иак АИ я- “И -"е-у»_ = ТУЗ, 


ь-У = И А-З 2 И2- УЗ, или 


ив (Ив +УИ2); 
Е ‚ АН д у 5-1. > 
о Зы: $ — = 10-+2у5. 
га У Ам 4.4 104% 
533. Из формул: аа =туЗ, а =ту 2,4 =и, 
%=/И2—У2 (зад. 530), а -= - (И5— 1), 4. = И2—Уз= 
= 2/5 И2) (зад. 530), получим: 1) гы 3, ть миа ; 


28: 


.— 


ОЕ: 


З)7=а: == ВИ вуз? ИУ 22: Е и.) 
иИзи2 аа О-о Ю 
—вИ@—У2) (2 скай УЕ 292, 3 20 _ 

4—2 2 У5—1 
СВЕ 2а(У 5 Зы 1) _ 20 (У5 + (5 1); 

(У5—П(/5+И 5-1 2 
6) х= @15 Щ_@в/2— УЗ _ ав/2—Уз@+ УЗ) 
И —УЗ 2 УЗ (2—И3) (2+3) 
Е. аву (2 АЯ Уз) @ УЗ я 2 аву 2 ЧЕ Уз 
4—3 


и “2(у 6 И2) (см. примеч. к зад. 530). 


533. Пусть АВ сторона правильного вписанного многоуголь- 
ника, равная а, радиус ОА равен 7. Из прямоугольного тр-ка АОС 
определяем апофему ОС (или, согласно условному обозначению, А): 


ос = УбА— Аб но дс — = 


о ; 
—в 
следовательно, А = # — 4. 


В каждом из перечисленных 6 случаев выражаем у через а 
из формул (см. зад. 532): 


Зет: @ № -И =—#- ИЗ: 
от уз)“ 2 


5 УЗ +22 => (и 2-1) (применяя примеч. к зад. 530); 


УеАО Я | 


6) х— аи? УЗ | ли 5 (Иб 2 ›|: 


=1/ 22+ И3)-- =5 7 +43, 


или го - Уз) (см. примеч. к зад. 530). 


534. 1-й способ. 1) Апофема А, есть радиус .вписанного 
круга. Но радиус вписанного круга вдвое менее радиуса описан- 
1 
о » Откуда 7 = 2К. 

2) Апофема К,, отрезок ОЕ, равна половине стороны квад- 


й ы р Е > 2 _ а 
рата АВ, т.-е._ К, = тЫ гу 2; следовательно, г = = =Ку ды 


ого; следовательно, А, = 


3) Апофема А,, отрезок ОС, определится, как высота пра- 
вильного тр-ка ОВС со стороной 7 (ОВ = ОС =х, а ВС =а, =», 
6... = Об == > УЗ, откуда г = — . 

4) Апофема А, определится из зад. 531: 

у г чм те, 

А = оу? +У 2, откуда г =: зо: АВР _ ЖУ2+ гие 2 == 
риа 2 
_ ЖУЗ+У? У2(2— м ВИЗУ?) 
@+и2)@-У2) Е: 
8+2) @— УЗ 10-2) 
5) Апофема А,, определится из зад. 531: 


й — К _ 44 10+2у5 
К = г - 5, = ——— = ——— = 
= У! 2И5 , откуда х т те 125 


_ЖУю+2у5 _2110+2755-—У5) _ 


5+5 = (5+15)6-У5) 
_ 25 +У5)6—и5»_4У106-У5) _ 
20 В 


Ея у и а 


‚ ЖИ Е АУ 


ры с о ч- Зо 


и 2 


6) Апофема Х,. определится из зад. 531: 
2%: ЯВ 4 И 


в= Ут уз 
в=— ‚ откуда ‘т = 
2 Уззуз Е 


_ 22+ УЗ@— УЗ) _ ЖУС-+УЗ) 2—3 _ 

(2+- и) (2— УЗ) т 1 
—2у1.@—У3) = ЖИ2-—УЗ или’ =К(Уб —У? ) [м. при- 
чание к зад. 530]. 

2-й способ. Из черт. 533 видно, что АО=у/АС* + 0С* 


еси 
или 7 4 и +. Пользуемся для К формулами из зад. 533, от- 


куда определим в каждом случае а. 


Па = 2ЖУЗ; = УВЕВЕХ; 


2) а=2;у=УЕ+Е=Ку2; 

ЖУЗ Г _ УЗ 
3) а = К = 2 
Же! Ге . 3 


д И: =2у3—? УЗ; Е 
Уз +22 3+2И2 


= УР(3—2У2) + =Ау4—22; 

2 _ _2ЖУ5+2У5 _ЖУ 56—25). 
ИРИ ЗУБ о 
6-25) ов! 40-Е ов 
-И 5 --` = К и 5 У Ю у э 
=АУ2 — 908. 


5) ав = 


| АеИН оЕБК _ КУТ+4УЗ ут чуз 
У 7-4УЗ 7+-4У3 


[ван ны Ут = 2%@— УЗ 3) ‚Ива —4уз+ = 


=2у2 — 2—3 млн ыЖУ5 2 уз) 


28206 


535. Как известно из теории, сторона правильного описанного 
многоугольника относится к стороне одноименного вписанного, как 
радиус к апофеме. По принятым здесь обозначениям можем на- 

АЕ аи 
писать =, откуда 65, = -—. Следовательно, для решения 
ап К; Кн 
приведенных случаев надо определить а и (. 

а, @., 0» @аю-о равны, согласно теории, соответственно: 


гу, гу2, г, 9 (У5-—1; аа и а» соответственно равны 


РИ2—И2 и ›у2—Уз | или . (ИУб—у 2) (зад. 530); 
К, Кл» Ав Кь, Ки, Ка Определим из зад. 531 и 534. 
Ба 97. но а, -=7У З3,а А, получим из равенства (зад. 534): 
$ 


3. - 
г =2%.. откуда №; = : Следовательно, 8; = рН А Е 
2 


2) = ы но а =? и? ‚ а К, получим из равенства (зад. 531); 
4 
` у ги2 
7 =_ЮАУ 2, откуда К, == = =- 558 
Иа 
И 2 
Следовательно, 8, =гУ 2.1: У =ы 2. 
Примечание, Этот результат можно получить и наглядно, 
начертив описанный около круга квадрат. 
о Ч”, но 4 =, а А, получим ‘из равенства (зад. 531): 
6 


И 9% онуда Ву ку 
2 3 
‚ Следовательно, &=х.х: " у ЕЕ ы о. 


4) &= а но &—7/2 — У2 (зад. 530), , = . И +У2 


{зад. 581). Следовательно, 6, = гИ2 — у 2 а ы у?2 4 у 2 = 


—2/2—У2 _ 2"И2 2 2(2-У2} _ 
ео ЗИ УЗ 2 
=7(2—И2)У2 = ИЗ 2 = 27 (У2— 1). 


РЕ 


Е а 
5) = 


. но @10 — миа, аку = Тут Т2Ув 
4 : 


10 


(зад. 531). Следовательно, 6% = И "т Ию+2Уу5 = 


У0-+2У5 У2У5(У5+И_ 2УБ(У5+И - 


я 6—2У5 _,\/ 28 -УБ(УБ-И 
. У: У5(У5+ 1) . у 2У5(У5- (5—0 


и ЗИБ-Б-ВУВ _ у 
„И Уб. (5—1) 7 и ЗУ. 


я Эа. ИУ: *- 


== 27 У 1— У0,. 


ПУ ОИ 


6) 6,, = з `- —$ НО аз» = И не УЗ 3 (зад. 530), 


12 
а &. = ь У2 + УЗ (зад. 531. 


г —«„А= 


Следовательно, 6,» м ту у 5 У2 +У 
12 


Е ы (2—У3)2— ИЗ) _ 


=. ———— = 


2+У3 @+У32-из. 


н/ = УЗ. = 2*(2—УЗ). 
44-3 


Другие решения: 
5; можно получить и таким способом. 
Возьмем равнобедренный прямоугольный тр-к АВС, в кото- 
ром АВ -= ВС =», и проведем биссектрису АО; тогда ВР = 1/5. 
В самом деле. Достроим равнобедренный тр-к АДЕ; угол 
о 
РАБ = 45° (РАВ — Е. ‚а Д ВАБ = (РАВ), т.е. описав 
окружность Е — 7, видим, что РЕ — сторона правуяьзото 
описанного 8-угольника. 


а 


Задача, следовательно, сводится к нахождению величины вр, 
которая определится на основании теоремы о биссектрисе: 
Вр АВ 
С. АС 
нуза равнобедренного прямоугольного тр-ка, с катетами ›). Про- 


. Пусть ВР =х; тогда РС =г—х, АС=ту2 (гипоте: 


порция перепишется так: г. _—' Решив это ур-ие, полу- 
г—х ТИ2 
чим х=у(У 2—1). Итак, &=2х=2 (У 2—1). 

Таким же способом определяем и 6,5, взявши прямоуголь- 
ный тр-к с углом в 30°. 

Если в тр-ке АВС катет ВС =г, а Д АСВ = 30°, Ср — бис: 
сектриса угла АСВ, то ВО = 1/61, а ЕР =6,». 

Для доказательства, достраиваем равнобедренный тр-к ЕСО. 
Рассуждаем дальше, как и при определении 6.. (Зависимость 
между катетами и гипотенузой см. зад. 67, —1 выпуск, — откуда 
и определяем АВ и АС, а затем, на основании теоремы о бис- 
сектрисе, находим и ВР, равное 1/.5;). | 

Прим. Для решения этой задачи можно воспользоваться фор- 


а»г 
мулой „= —_—, при чем для а., ал, аз. а% имеем готовые 


уз а»? 
4 


формулы из теории, а для а, и а,, формулы выведены в зад. 530. 


г 2 о 
Напр. ии =: ЕЕ 
а р. 16 у 
Ин Ин еда 
536. Из теории мы знаем, что —" На откуда 6,=а, х 


х 
Отношение —— мы можем получить из зад. 534. 


п 


|) Так как х = 2%., то : = 2; следовательно, 6з = аз. | = 2а. 
з з 
2) Так как г= АУ 2, то к у"; 
4 
следовательно, , =а,`-_=ау2 
К 
3) Так как х = т, то _” 9 кз 
Х. к 
г ^ 24уУЗ. 


следовательно, 6% = ав’ — = 
Ав 3 


А и паи / 


пб 


4) Так как х = КИ4—2У2, то р =У4— 2у2; 


8 


й —— 
«ледовательно, 6, = а; : Ве: аУ4—2 и2. 
8 


Ю-2УЗ 7: /Ю-3и5 
5) Так как т - у: ‚ то а. ты 
5 10 


7 10—2И5 
<ледовагельно, 6, =а° 2 =а и Ве ‚› или 6, =а И? 20,8 8. 


10 


6) Так как =2%/2 — ИЗ, то Е =22— УЗ; 


12 


<ледовательно, 6, = а. - =2аИ 2—УЗ или 6, =а(У6—И2). 


12 


ь Ех а? 
537. Из теории мы знаем, что аз» -У =. 27 — 5 их 


1) В зад. 539 дается формула для сх. нь: 


они же Ил "8-73. 


2) В зад. 530 дается Формула дя для у». Следовательно, 


ы-И 5 —— ка. 2 — Ия в@-из)_ 


Е, б 


эр-И 2^- ‘>в. п “-/ И те ти 1 


{так как из теории мы знаем, что ау =” и) ль. 


ее А Уз—2Ию +215. 
535. 1- й Способ. По и удвоения, 


Ч = и 2” — > в — и ; но, с другой стороны, а, — (У 5—1 о, 


Е: 
следовательно, "(у >= И == и 2 — ий „_“ откуда и вы- 


разим а; через г. Для этого обе части ур-ия возводим в квадрат: 


рН НОЯ 


2 —_ 7} ком 
д у уе 1) 52 2—2) — г ; преобразуем равенство в виде 


а 27? = — и "4, или —а+и5) = 
4 4 2 


Ва ыы тя 
= — > ее или (1 -НУ5) = 4у/ =“ возведем 


г 2 
полученные выражения в квадрат: (1 + у 5 = 16|" -. } 


и ра 2 Е. 
откуда а,?= 16. - +5)" _ (10 _2У 5) ы 


= КЮ 2И5. 


2-й способ. Пусть хорда АВ == а. Проведя радиусы ОА 
и ОВ, и в тр-ке АОВ опустим перпендикуляр ВС. По теореме «ква- 
драт стороны, лежащей против острого угла, равен сумме квадра- 
тов двух других сторон без удвоенного произведения основания 
на проекцию третьей стороны», имеем: АВ*=ОА? + ОВ? ---20А. АС 
ИЛИ а’ =" --*— 27. ОС =2*—2›.0С. Но ОбС=\рь ау, В. самом 
деле: проведем ВР параллельно АО, тогда дуга ВР равна полу- 


о 
окружности без удвоенной дуги АВ, тв А или 36°, 


а хорда ВР, опирающаяся на дугу в 35° или 1/„.360°, есть сто- 


рона правильного вписанного 10-угольника. Отрезок СО равен 
ВЕ = В чь, ибо, опустив перпендикуляр ОЕ на хорду ВР, 


2 
-. Вр 
разделим ВД пополам, т.-е., ВЕ = а а СО =ВЕ, как парал- 


лельная между параллельными. 


а й 
Следовательно, 45* = 27° — 27. Об= 27 —27:-—№. — 27 г. аз = 


= 2 на и = 6-5), или 4, И0—2У5. 


539. 1-й способ. Соединим точки Е и С. Из прямоуголь- 
ного тр-ка ов определим гипотенузу ЕС: 


Те тд 
вс уборов = -И"-(: —=— 1/5. 


ани ее 
‘ 
Отрезок ОР =ЕЕ— ОЕ; но ЕЕ=ЕС => У 5; следовательно, 
ОЕ =ЕЕ.— ОЕ = г У5 — 5 Е (И 1) а это и есть выра- 


жение для стороны правильного вписанного 10-угольника. Хорду 
СЕ определим, как гипотенузу тр-ка ОСЕ: 


м и 72 ы у три - - = 
ыы 2 ЗЕЕ ЗЕЕ Е РЕ ее 
СЕ = У0С* ОБ и +405 -—1:=5У0-—2У5. 


Последнее выражение, как видно из зад. 538, определяет вели- 
чину стороны правильного вписанного 5-угольника. 

2-й. способ. Величину СЕ можно определить также и из 
тр-ка ЕСЕ, как сторону, лежащую против а СЕЕ: 


СЕ? = БС*-- БЕЗ—2ЕЕ . ЕО, где ЕС=ЕЕ==^ 25, а 0Е=; 


Ех СЕ у 10—2у 5. 


540. а. п ый диагонали АВ = АВ, определяется, как 
сторона правильного вписанного квадрата, и равна у2. Диаго- 
наль АД есть диаметр окружности — 27, 

Диагональ АС = АС, определится из прямоугольного тр-ка 
АСР ({ АСР — прямой, как опирающийся на диаметр): 


АС = ИАБ:— СР*; но АР = 27, а Ср=а = 2—У2 (зал. 530); 


следовательно, АС == У(2:— —7(2 — 2 И 2) — РИ + -- у: 2: 
Примечание. Если из центра О опустим перпендикуляр 
ОМ, то из подобия прямоугольных тр-ков АСР и ОМР имеем: 


АС. 2 ит 
ои=-р, откуда АС—2ОМ; во ом =ь=- 2+ у 2 


(зад. 531); следовательно, АС=20М —"У2 +У2. 
2) По зад. 532, = И 2. 
Как видно из п. 1, диагональ АВ — АВ, = у2 2. По под- 


становке, получим АВ=7у2 = 4-22. +2у2.И2 =ау2- Уу2. 


Диагональ АР =2у=2 > У4- +2у2 =аИ4 +2у2. 


роЕ Аб = = АС; = У ИО = 
> Ид+ 272. Из и2 = > 2+ УИ у? = 


м 


= > (2+УУ2 =а (2+1. 


ОЕ 


у . 

6. Диагонали в правильном 12-угольнике попарно равны в верх- 
ней и нижней полуокружностях; так, АВ, = АВ, АС, = АС ит. д. 

1) Диагональ АВ =а, =7. ы 

Диагональ АС = а, =г/2. 

Диагональ АР=а, =у У с 

Диагональ АЕ —= 2%. 

Диагональ АЕ определится из прямоугольного тр-ка АЕР. 
(С АЕР прямой, так как опирается на диаметр), в котором гипо- 
тенуза АР=27”, а второй катет БЕ — сторона правильного. 


12 -угольника ‘и равен (зад. 530) ав =гу2 — УЗ; итак, 


АЕ=УАЕ:— ЕЁЁ = У(27— 2 — УЗ) =, уз. 


Мы можем иначе определить АБ. Проведем ОМ перпенди- 
кулярно ЕР; тогда получим подобные тр-ки АЕЕ и ОМЕ, изпо- 
АВ “АРОК 

добия которых следует: — =-_— = =2, откуда АЕ=2ОМ; но. 
Е ом ОЕ. 

ОМ =: = ы И? + 73 (зад. 531); следовательно, АЕ =2ОМ == 


=уу2 + 3. 

2) По зад.. 532, г=а У УЗ. 

Подставив в выражения п. | значение 7, получим величины: 
диагоналей, выраженные через 4. 


Диагональ АВ =х=аУИ 2-73; 

Диагональ АС =›У?2 =аИ2 .И2 + ИЗ -=а(ИЗ +1) м. 
примеч. к зад. 530]. 

Диагональ АР =›УЗ =аУЗ .У?2 -- УЗ =“Уз@+ ИЗ. 

Диагональ АЕ = РИУ2+УЗ =аИ2+ УИ чузы 
=а(2 + УЗ). 

Диагональ АБ == 2^ = 2аИ2 + УЗ. 


Диагонали, лежащие во 2-й полуокружности, выражаются 
теми же величинами. 


541. Все диагонали в правильном 5-угольнике равны между 
собой, так как являются хордами, стягивающими равные дуги, 
именно ?/, окружности. 

Чтобы. вычислить длину диагонали АС, опишем из точки А, 
как из центра, радиусом, равным АС, окружность (показано пунк- 
тиром). Вписанный угол САД измеряется половиной дуги СВ 


(данной окружности), т.-е. половиной '/; окружности и равен, 
3605 


} у 
следовательно, — 36°. А потому в окружности (пунктир- 


— 


ной) хорда СР, стягивающая 1/‚ окружности, будет стороной пра- 
у = 
вильного 10-угольника. По формуле, ак = : (И5 — 1); следова- 


тельно, 
2. {- и 
И ВЕ 
у5—1 (5—1 (5+И 2 
542. Проведем диаметр АЕ и соединим между собой точки 
Сир. Из прямоугольного тр-ка АСР, в котором гипотенуза 


АЕ=>У, а катет СЕ = а = Е (И 5 —1), определим искомую диа- 


гональ АС, служащую вторым катетом: 


=: 545 ии: Е" и 
УАР: — СЕ? =и (27) — КИЗ — 6 = г У10`-2У5. 


——-- 


АС = 


543. Стороны правильных одноименных многоугольников 
относятся, как радиусы или апофемы. Если во вписанный пра- 
вильный л-угольник .впишем одноименный, как указано в условии 
задачи, то радиус ОК нового я-угольника является одновременно 
и апофемой первичного. Следовательно, сторона искомого я-уголь- 
ника найдется из пропорции: 

% К» 


`в . Ки. 


а» 


‚ откуда х= 


1) Сторона правильного 6-угольника а,=7, апофема его 


& = Е УЗ (зад. 534); следовательно, х =. - УЗ РИ ЗЕ 


2) Сторона правильного 8-угольника а, 572 У? (зад. 


530), а апофема его А, = 52 - И (зад. 531). Следовательно, 
А кое. г - 
„ — 2 т — я 
52 И? :т 52. : 
3) Сторона правильного 12-угольника а, =гУИ2—УЗ (зад. 


30), апофема его А, = - И2+УЗ (зад. 531). Следовательно, 


у 
2 


х=,И2 —УЗ - -У2+УЗ : х = 


За 


544. 1) Диагональ АС полученного квадрата равна ОА -+- ОС, 


ноОА = ОС = КА;; следовательно, Аб=2А; =2. -- (И2+ 1} [см. зад. 


533] или АС =а(И2 + 1). 


Искомая сторона квадрата определится, как катет равно- 
бедренного тр-ка, гипотенуза которого равна, а(/2 + 1). Итак, 
пусть АВ = ВС = х; тогда х? + х* = а\(У 2 + 1}, откуда АВ =х= 


2) Так же, как и в п. 1, диагональ образовавшегося 6-уголь- 
ника равна двойной апофеме данного 12-угольника. Апофема 


ыы т (2-+ИЗ) [вад. 533]. Следовательно, диагональ 6-уголь- 


а = рю : — 
ника == 2. Е УЗ) или «(2+ УЗ). Но диагональ ‘правиль- 
ного б-угольника, проходящая через центр, одновременно является 


а ааа 
и его диаметром; следовательно, и’==",- (2+ УЗ). Последнее вы- 


ражение и есть величина стороны полученного 6-угольника, ибо 
в правильном 6-угольнике т =- 4. у 


545. Как видно из чертежей, апофема данного и-угольника 
равна апофеме полученного, через срезывание углов, 2и- уголь- 
ника. 

Чтобы доказать это, достаточно заметить, что середины сто- 
рон данного и образовавшегося 2 - угольника совпадают. Центр 
каждого правильного многоугольника лежит на пересечении апо- 
фем; апофемы же—перпендикуляры, восставленные из середины 
стороны. Следовательно, точки пересечения перпендикуляров, вос- 
ставленных из середин сторон, совпадают, т.-е. совпадают центры 
данного и полученного многоугольников. 


а 
, 


1) По зад. 533, К = “УЗ. Пусть искомая сторона пра- 


хи 3 
вильного 6-угольника х, тогда апофема его А, =” ” - (зад. 533). 


4/3 хУуЗ а 
Но, в данном случае, А. == Аз; т.е. АН ЕТ, откуда х == 3 


ор. ВЕКА 


2) По зад. 533, К =. Пусть искомая сторона правиль- 


> 


ного 8-угольника х, тогда апофема его (зад. 533) Аз = и 53-428). 


Но, в данном случае, К, = Ау, т.е. = = Е (У Эр откуда 


= =а(/И2— |. 
ау 8 
3) По зад. 533, А в“ Пусть искомая сторона правиль- 


ного 12-угольника х, тогда апофема его (зад. 533) А, . = = (2+У 3). 


Но, в данном случае А+; = К;», т.-е., чи +У3), откуда 


о 


к =Уау 32 — Уз)=а2и 8—3) 


546. 1) Радиус 7, вписанной в правильный тр-к окружности 


вдвое меньше радиуса х описанной, т.-е. г, = =: 
| Из теории известно, что сторона вписанного в круг (ради- 
уса 7;) квадрата равна 7И2 или -Уи2 (-. к. и, = = 

2) Радиус внутренней окружности получится из формулы 


;: 
=7УЗ, откуда уз ; сторона квадрата, описанного около 


2а 
круга, равна его диаметру, т.-е. а, = 27 = уз радиус описан- 


а 2а 6. 
ного около квадрата круга равен —*— = ма я’ 


И. УЗИ 
Ча 


(Выражение К = 275 получим из известной формулы а, — -КУ 2): 


549. 1) Расстояние между центрами равно сумме или разности 
апофем квадрата и тр-ка, т.-е. ОО, =ОК -- О.К (в зависимости 
от взаимного расположения фигур). 


а 
Апофема квадрата А, = ух апофема правильного тр - ка 


ы 5 (зад. 533). Следовательно, ОО, =ОК -- О.К =, , = 


а 


а 
сосоиаЧе И.) 
23 60-573) 


— 
— 


| - 
7% 


я чб == 
2) Пусть О и О, центры данных окружностей. Хорда АВ 
в окружности О служит стороной правильного 12-угольника, ибо 
360° Е 
стягивает дугу чер. а ОС апофемой; с другой стороны, АВ 
служит стороной правильного вписанного 6-угольника, ибо стяги- 


©) 
вает дугу в 60° = “= ‚аО,С его апофемой. Согласно задаче 533, 


Кю = : (2 - Уз) и № = ИЗ. Искомое расстояние ОО, =0ОС-- 


зи 
2 


Обь В АИ Уз а 


>|» 


548. Если обозначить сторону данного правильного тр-ка че- 

вр 
рез а, тогда ВР = */,а, ВЕ =' за, т.-е., РЕ 2 но В — 60°, сле- 
довательно, если опустить из Д перпендикуляр на сторону ВС, 


то (зад. 67) проекция ВР на ВС будет равна 1/, ВО, т.-е., отрезку 
ВЕ. Итак, РЕ перпендикулярна к ВЕ и равна: 


ак НЕ. и КУ 7+ \% „- 
РЕ ==УВ2?— ВЕ? = у (5 ‘) Е а] = = "3". 
3 3 3 
Но а, = 3 (что известно из теории); следовательно, 


РЕ = Е. ин ГИ = Зы, 


549. Вновь образовавшийся тр-к ДЕР тоже правильный, 
ибо РЕ=рЕ=ЕЕ (что следует из равенства тр-ков АЕ, ВЕР 
и ВРС) и каждая сторона его равна радиусу описанного круга 
УЗ (из 
3 


формулы а, =гу ка Радиус круга, описанного около тр-ка РЕР, 


ИЗ УЗ _ 


равен „(так как г сторона тр-ка РЕБЕР), т.-е., ака 3 


(согласно зад. 548), т,-е., РЕ = РЕ =ЕЁ =7; НО г== ы 


а 
в. а искомый радиус вписанного круга равен половине ра- 


[а 
диуса описанного, Неа — = 


г“. 


нд 


550. [. 1-й способ. Тр-к А,ВВ, — равносторонний, так как 
ДВ =60°, а ВА, =ВВ, (хорды АС и ЕР параллельны, ибо 
дуги, заключенные между ними, равны; прямая АС, параллельная 
ЕР, отсекает от равных сторон ЕВ и ВР равные части). Следо- 
вательно, А.В = ВВ, = А.В,. Но тр-ки А.ВВ,, В,СС,, С.Б, и т. д. 
равны между собою (что легко доказать наложением фигуры, 
напр., входящей в сегмент АЕС, на фигуру сегмента ВЕР). А по- 

АС 


тому АА, = А.В, = В.С, т.-е. АА, = г ; но АС сторона правиль- 
ИЗ 
т 


ного вписанного тр-ка и равна 7У 3; следовательно, АА, = 


2-й способ. Апофема ОК полученного правильного 6-уголь- 
ника А,8В,С.О.Е.Е, является апофемой и правильного вписан- 


7 
ного тр-ка АС, равной А Апофема правильного 6-угольника 


рее т УЗ (зад. 533); следовательно, : УЗ = о откуда 


гузЗ 
3 


Ти З 


@= ‚ Т.-е., А.В: = . Но АВВ, — равносторонний тр-к 


(В= 60°, АВ ВВ): значит, АВ АВ, = и и: 


П. Тр-ки А,ВВ,, В.СС,, С.ОЬ; и т. д. равны между собой; каж- 
дый из них представляет собой прямоугольный равнобедренный 
тр-к, ибо ДА, ДВ, ДС и т. д. прямые, как углы квадратов. 
АСЕС и ВОЕН, а А.В = ВВ;, что легко доказать наложением 
соответственных сегментов с вписанными в них фигурами, напр,, 
сегменты НАВСР и ВСБЕЕ. Значит, все стороны звезды равны 
между собой, именно АА, = А,В = ВВ, ит. д. 

Пусть одна из искомых сторон А.В =х,` тогда А 
— А.Ву2 =ху2 (как гипотенуза равнобедренного тр-ка); 


АС = АА, + АВ, + ВС =х+хУ2 + х=х(2 + у2)=. 
< =хИ2 (2+1 
с другой стороны, 4С, как сторона квадрата, равна гу 2 


Значит, ХИ (2 + =гу2, откуда х = Е == 


2-1 = #(у2 — 1. 
(И2+102-—1 р х 


КЕ 


= о 180°— 108? _ 

551. 1) Пусть { АОВ = 108°, тогда { АВО= Д ВАО = ЕТ 
=30°. Отложим / АОС = 36°, тогда ДВОС = 1082 — 36° = 72°. 
Следовательно, тр-ки АСО и ВСО равнобедренные, т.-е. ВС = 
-= ВО =7, АС = СО. Рассматривая равнобедренный тр-к ОВС, у 
которого угол В при вершине равен 36°, заключаем, что, описав 
окружность радиусом, равным ОВ, из В, как из центра, получим 
величину хорды ОС, как стороны правильного вписанного 10-уголь- 


ЖИ5 = 


25 
ника, равной Е (И5 — 1) или - и. следовательно, 
АС = ОС = 55 —1. 


Искомая хорда АВ = АС-- СВ = = (УП АВ (У 5+ 1). 


= 2) Пусть д лоВ—135°. Продолжим радиус ОВ и опустим на 
него перпендикуляр АС. Угол. АОС = 180° — 135° — 45°. Из 
прямоугольного тр-ка АОС, < мера углом в 45°, определим ка- 


те’ Об ал. 62: ОС 


и? 


сторону тр-ка АОВ, то против тупого угла. Итак, 


Хорду АВ определим, ! как 


АВ — АО? -- ОВ {208 .0б=т+т+ 2. = оу), 


р 
КЕ: у 
откуда АВ =х/2 +2 
3) Как и вп. 2 этой задачи, 
м = АО’ -- ОВ? 1 20В.0С. 


Но ‘ОС = < Ау 3 = 4 Из (зад. 67); следовательно, 
АВ = 7? -|- р? -- 9х. ^ 5 УЗ =7\(2 --УЗ), откуда АВ = гу2 За у за 
55%. Очевидно, диагонали, расположенные в правой и левой 
полуокружностях, равны а собой. 
Диагональ АС = а, = -ы 10—25 (зад. 538). Диагональ 
‚ АД определится из Ее: тр-ка АБР, в котором АЕ = 57, 
а катет РЕ =а, = 5 Ию рт", 5. (зад. 538): АВ = ИАЕ:-—РЕ— 


=И с» ога 5) = 55 +2У5 = (И5 +1. 


ОРЗ 
Диагональ АЕ выразится, как катет прямоугольного тр-ка, 


у которого гипотенуза АЕ = у, а катет ЕЁ == ау = > (5—1): 


= ИА? — ЕЕ? — У 2-ти фут 5. 

Диагональ АР = 27. 

553. Тр-к АВС равнобедренный,с углами ВАС -- АСВ == 35° 
(измеряются половиной дуги, равной '/, окружности, как вписан- 
ные углы); тр-к АВЕ тоже равнобедренный, так как ДХВАС = 
— Д АВЕ -- 36? (по той же причине, что и Д ВАС и Д АСВ). 


Следовательно, тр-ки АВС и АВЕ подобны, а потому можем на- 


АС о АВ 
писать пропорцию: И . Тр-к ВСЕ тоже равнобедренный 


(угол ЕВС измеряется '/; окружности, как вписанный угол, опи- 
рающийся на дугу СРЕ -=*/, окружности; угол ВЕС тоже из- 
меряется полусуммой дуг ВС и АЕ, т.-е. '/; окружности) и ВС =СЕ; 
но АВ = ВС (из тр-ка АВС), а потому АВ = СЁ. Пропорция пе- 
АС _ СЕ 

СЕТА Е- 

554. Тр-ки АВА, АВС и ВРС равнобедренные, т.-е. АВ = АЕ, 
АС = ВС и ВС =ВВЕ; угол АВС равен углу СВЕ, т.е. ВС есть 
биссектриса угла АВЕ. 

Докажем это. 

Угол АВР равен углу АРВ, ибо первый измеряется полови- 
ной дуги АЕР, т.-е. 1/;, окружности, а второй измеряется полу- 
суммой дуг АВ -- СО, т.-е. тоже '/, окружности. Значит, 
тр-к АВА—равнобедренный: 

Угол ВАС равен углу АВЕ, так как оба измеряются поло- 
виной равных дуг ВС и АЕ. Значит, тр-к АВС — равнобедренный. 

Угол ВСС равен углу АЕВ, ибо оба измеряются полусуммой 
равных дуг: '/, (АЕ + ВС) и 1, (АВ -- СР); следовательно, 
тр-к ВЕС равнобедренный. 

Угол АВЕ равен углу ЕВРО, ибо оба вписаны в равные дуги 
АЕ и ЕР, т.-е. ВС есть биссектриса угла АВР. 

: На основании теоремы о биссектрисе, имеем (из тр-ка АВД): 
СЕ _ ВЕ 


репишется так: - 


Но СЕ искомая сторона,-—обозначим ее через х; 


бе: АВ` 
АС = АБ — ЕС - АВ— Еб=а—х; ВЕ = ВС -==а-х; следова- 
тельно, пропорция перепишется так: & 
ЕЯ И 
ыы “=. ` или х* — Зах -{ а* = 0. ы 
а—х а 


А 


РЕ. НЫ 
ар СЕНЕ 2 

Решив это квадратное ур-ие, находим: х = та = Ре Иско- 

мая сторона СЁ = х = ыы Второй корень задаче не удо- 


влетворяет. 
ет 
С ЛА ЕВЕ 


.3, или 30°, 60° и 90°. Значит, тр-к прямоугольный и, 


555. 1) Углы соответственно равны: 


_ 80° 
т+2-+3 
согласно зад. 67, находим: если обозначить гипотенузу через а, то 


— 


м а 
один катет (против угла в 30°) равен : ‚ а второй катет— я уЗ.. 


Следовательно, соотношение сторон такое: 


те 1807 
2) Углы соответственно равны: ——^__.З3, - -.4, 
+45 3+4+5 
180° Дт: 
у .5 или 45°, 60, 75°. 
3+4-+5 


Опишем около этого тр-ка окружность, и пусть радиус этой 
окружности—7. Пусть Д АСВ = 45°, / АВС = 60° и ХВАС = 75°, 
тогда дуга АВ = 90°, дуга АС = 120°, дуга ВС = 150. Следова- 
тельно, хорда АВ — сторона вписанного квадрата —=7/ 2; хорда 
АС — сторона правильного вписанного тр-ка =^ИЗ; хорда ВС = 
—=7И/2+ Уз (зад. 551, п. 3). 

Итак, соотношение сторон тр-ка таково: 


у ту 3 И2+Уз =У2 :УЗ :И2+ У: 3; 


556. Обозначим радиус круга через х. Пусть точки Ё и С— 
середины хорд АС и ВС. 


Очевидно, тр-ки АВС и СЕС подобны, и справедлива про- 


ЕС ЕС ЕС 1 
порция: = ‚ ИЛИ = › откуда ЕС = 7х. 
ма 0 А 
Хорда А2 =,И2, как сторона квадрата, ибо дуга АС равна 


‚ГИ 2 
рае” ИХ 


— 


'/, окружности, а АЕ = ЕС = 


о а 


Произведения отрезков хорд, пересекающихся в одной точке, 
равны между собою; следовательно, 


АР.ЕС =РЕ. ЕЕ, или АЕ. ЕС=РЕЕС- СЕ). 
Подставив значения отрезков, перепишем равенство: 


7 и2 


х т: =С.(7-+ с) или *— 27—22 0. 


Решив это квадратное ур-ие, получим: х = с-- У С? -- 25? или 
= СИЗ. = (1 ИЗ). 

Второй корень—отрицательный, и не удовлетворяет поэтому 
условию задачи. 

551. Хорда АВ, стягивающая дугу в 120°, есть сторона пра- 

у 
вильного вписанного тр-ка, а ОМ — апофема его, равная о ; зна- 
у 7 

чит, и МС = ре т-е.,й =. , откуда х = 2й. 

Пусть СЕ =х, тогда ЕЁ = 4х. Соединив центр О Сс Е, 


получим прямоугольный тр-к ОЕК, в котором ОЕ =г = 2, 


ЕК = >. = 2х, Обль= ОМ -- МК = -  х=й-х. Найдем зависи- 


мость между сторонами этого тр-ка: ЕО* = ЕК? -|- ОК* или (2/)? = 


= (2х) - (#-- х)? или 5х? -- 2йх — 31? = 0. Решив это квадратное | 


—2^ 3 .5. ЗА "2-8 
ур-ие, находим: х = 2 У ть 5.3 ко Е 


Принимаем х= - и. 


558. Соединив последовательно центры этих кругов, полу- 
чим правильный я-угольник (касательных кругов — и”), со сторо- 
нами 2^ (А — радиус касательных окружностей). Радиус этого 
я-угольника равен -{ К. у 

1) Полученный я-угольник есть 3-угольник. Радиус его у -+ ^, 
сторона `2^. Зависимость между стороной и радиусом пра- 
вильного тр-ка такова: а; = А, У З,т.-е.,2Ю = (7+ ®)ИЗ или 
5(2 — УЗ) =^У 3, откуда К = УЗ ее а. (2+и3)_ = 
ы 2—Уз (2—Уз)2+иЗ) 


у И: 
у в 


-7УЗ (2+И3)=7(3+213. й НН 


Ай, 


2) Получается правильный 4-угольник, т.-е. квадрат. Радиус 
его 7 -- К, сторона—2Ю. Зависимость между стороной и ради- 
усом квадрата а, = КУ 2; следовательно, 2 = та или 

: -= 2 ту 2(2- 
К(2—Уу2)=т У 2, откуда ^ = п - те 
ы у ы 2-2 био, У 
УЗИ. 


3) Получается правильный 6-угольник. Радиусего Ю - », сто- 
рона 2К. Но сторона правильного 6-угольника равна его радиусу, 
Т.-е. 2Ю = Ю у, откуда`Ю =. 
4) Получается правильный 10-угольник. Радиус его х- КЮ, 
сторона 25. Зависимость между стороной и радиусом правиль- 


ного 10-угольника а, = (УЗ — 1), т.-е. 2Ю = и а (И5—1), 


ЩИ 5 —! И 5—1 у 
откуда К = (у ки ; (у Е ВЕР 
И ИИ 5 
559. Пусть радиус кругов А. Очевидно, все касательные равны 
о и - 
между собой. Касательная АС определится по теореме (касатель- 
ная есть средняя пропорциональная между секущей и внешней 


ее частью): 
АС* — АВ.АК, или АС? =4Ю.2К = 8К*, откуда АС = КУ 8 


Проведем радиус О;С. Прямоугольные тр-ки АО.С и АБК, имею- 
щие общий острый угол САО, подобны между собой. Из подобия 
этих тр-ков следует: 
; ь. 
И АК. или аа т ‚ откуда ДК - Е 
ОС АС Ю ! ^у8 2 
Четыреугольник АДВЕ — ромб, и диагональ РЕ пересе- 
кается в точке К пополам, т.-е, РЕ =20К == =ки: 2: 
‚ Последнее выражение и есть величина стороны вписанного 
в/круг (радиуса Ю) квадрата. 


Площади прямолинейных Фигур. 


1. Площадь квадрата, прямоугольника и параллелограма. 


560. Площадь квадрата равна квадрату стороны. его. 

1) 1м 7 дм равен 17 дм. Площадь квадрата равна 17 ‚ 17 кв. дм = 
= 289 кв, дм или 2,89 ке. м. 

2)-25'. 25 кв. дм = 6,25 кв. м. 

3) 0,5. 0,5 хв. м = 0,25 м?. 


Ра 


561. Задача, обратная зад. 560. Сторона квадрата равна 
корню квадратному из его площади. 


1) ИП664 м? = 108 м.2)И 4,84 № = 2,2 м. З)У 20м=4,47 м (прибл.). 


562. 1) Пусть сторона квадрата х, тогда диагональ его / опре- 
делится, как гипотенуза равнобедренного прямоугольного тр-ка 
2 


ь р ;- [ 
с катетами х, т.-е. / = 2х2, откуда х? = = ; но Х? и есть площадь ' 


р 


искомого квадрата, равная та 


2) Площадь квадрата равна а? (обозначая через а его сто- 
рону). Но а =у2 (по теореме); следовательно, = 27. 

3) Сторона описанного квадрата равна 27, а площадь его равна 
а? = (2›)? = 47. Сторона вписанного квадрата (по теореме) равна 
и 2 ‚ аплощадьего-—(У 2 )? = 2”, Искомое отношение равно: 
Ч Вад. 


563. Пусть ЕРСН искомый квадрат, вписанный в данный: 
прямоугольные тр-ки ВСЕ и ССН равны между собой, так как 
гипотенузы ЕС и СН равны, как стороны квадрата, а острые 
углы ВСЕ и СНС тоже равны, т. к. стороны одного угла со- 
ответственно перпендикулярны к сторонам другого угла [если 
Д ВСЕ =а, то ДССН = 90° —а (принимая во внимание, что 
ЕСН =а), а Д СНС = 90° — (90° — а) = а]. Из равенства прямо- 
угольных тр-ков ВСЕ и ССН следует, что ВС = СН. — Пусть 
ВЕ =х, тогда ВС =а-х (ибо ВЕ =СС = НР= АБ). Сторона 
вписанного квадрата СЕ определится, как гипотенуза прямоуголь- 
ного тр-ка ВСЕ: 

СЕ=УвВб*+ ВЕ* = У(а—х +». 

Площадь же квадрата равна СЕ? == (а— х)* + х; но СЁ? = 

—=5/: а” (по условию); следовательно, (а— х)* -- х* ==5/:а?, или 
16х* — 1бах -- За? = 0. | 
16-5 

Решив это квадратное ур-ие, находим: х = - р а; прини- 
маем либо х, = /.а, либо х, = */4а, что одно и то же для нахож- 
дения положения вершин вписанного квадрата, 


564. а) Площадь прямоугольника равна произведению двух 
его смежных сторон. 

1) 27.10 =27 4. м. 2) Приводим выражения длин к одной 
мере: 5 м=50 дм; 2 м 8 дм=28 дм; площадь прямоугольника 
равна 50.28 = 1400 Ав. дм = 14 м*, 


Ь) Так как площадь прямоугольника равна произведевию 
основания на высоту, следовательно, и обратно: высота равна 
частному от деления площади на основание: 

4,8м*:12 дм, т. е., 480 дм?:12 дм = 40 дм, или 4 м. 

565. 1) Пусть стороны прямоугольника 4х и 9х, тогда пло- 
щадь его 4х.9х = 144 м*, откуда х = 2 м, а стороны прямоуголь- 
ника 4х =8 м и 9х == 18 м. 

2) Если периметр прямоугольника 74 дм, то сумма 2-х смеж- 
ных сторон, равная полупериметру, содержит 37 дм. Пусть осно- 
вание х, тогда высота равна 37 —х, а площадь х(37 —х) = 300 дм". 
Последнее ур-ие перепишем так: х?— 37х + 300 =0. Решив это 
ур-ие, найдем: х, = 12 дм, х, =25 дм. 

566. Надо найти квадрат, площадь которого равна площади 
данного прямоугольника, т.-е., 72.8 = 576 мг. 

Искомая сторона квадрата равна У 576 = 24 м. 


567. Если периметр внутреннего прямоугольника равен 36 см, 
то полупериметр — сумма смежных сторон—равен 18 см. Пусть 
основание внутреннего прямоугольника х, тогда высота его равна 
18 —х. Стороны внешнего прямоугольника, очевидно, равны х -- 6 
и 18 —х-- 6, или 24—х, так как стороны внешнего прямоуголь- 
ника больше сторон внутреннего на двойное расстояние (3-+ 3) см. 
Площадь, заключенная между прямоугольниками, равна разности 
их площадей, т.-е., (х | 6) (24 —х) —х (18 —х) = 144 см. 

568. 1) Пусть сторона квадрата АВ = АН +- НВ =а-- 6. 
Площадь квадрата АВСРД == (а -+ 5). Проведя прямые ЕС и КЕ, 
параллельные сторонам квадрата, получим квадрат АНЕК =- а*, 
квадрат ЕССЕ = 5? и два равных прямоугольника НВЕЕ и КЕСР 
со сторонами а и 6, площаль каждого из которых равна а5. 
Следовательно, площадь квадрата АВСО, равная сумме площадей 
4-х фигур, подтверждает алгебраическую формулу 

(а 5) = @-+ В? + 2а6, 

2) Пусть сторона квадрата АН = АВ — ВН = а--5. Площадь 
квадрата АНЕК = (а—5):. 

Очевидно, площадь  АНЕК получится, когда из .площади 
АВСР вычтем сумму площадей прямоугольников КЕСО и НВЕЕ. 

Площадь квадрата АВСР = а; площадь прямоугольника 
КЕСР = РС.ЕС = аф, площадь прямоугольника НВЕЕ равна раз- 
ности площадей прямоугольника ЫВСС и квадрата ЕЁРСС, т,-е. 
аб — 52. Итак, площадь квадрата АНЕК =: (а — 5), или АНЕК = 
= 4* — а6 — (а6 -- 62) = а*.— 2а6 - 5. Следовательно, формула 
(а— 65)? = а*— 2а6 + 5? подтверждается наглядно. 


ас) Я 


3) Пусть АЕ =а, ЕВ =5, СС = ЕВ = 5; тогда площадь прямо- 
угольника АВРС = (а 5) (а—5). Эта площадь состоит из суммы 
площадей АЕРС -- ЕВБЕ. Если вместо ЕВРЕ к площади АЕЕС 
прибавить равнуюей МКЕЕ = СЕЁС — СМСК, то получим АЕЕС -- 
-- САЁб —СМСК; но —АЕРС ++ СРЕС = квадрату АЕГС == а*, 
СМКС — квадрат, равный 6°; следовательно, АВРОС = АБЕС`-- 
+СЕЕС —СМКс=а? -— 26°, или (а- 5) (а— 6) =а? — 2, что и является 
наглядным подтверждением формулы. 


569. Квадрат диагонали прямоугольника равен сумме квад- 
ратов смежных сторон. Пусть стороны прямоугольника хи у; _ 
тогда х? + у? = 3052. Площадь прямоугольника ху = 37128. 

Решим систему этих двух уравнений. Прибавим к первому 
уравнению удвоенное второе: х? -+ у? -- 2ху = 305? -- 2.37128 или 
(х -- у)? = 167281, откуда х + у = 409. По сумме и произведению 
составим квадратное ур-ие: _2* — 4092 -- 37128 = 0; решив ур-ие, 

найдем 2, = 136, 2, = 273. 
Искомый периметр равен 2{135 + 273) = 818 см. 


570. Площадь параллелограма равна произведению основа- 
ния на высоту. 

1) 36.8 = 288. см?; 2) 24.75 = 1800 дм*, или 18 м. 

511. Пусть ВЕ = 12 см. Полупериметр параллелограма 
112 


2 


рона АВ =х, тогда вторая сторона его СР = 56 —х. Площадь 
параллелограма АР. ВЕ = 480 см* или х. 12 == 480, откуда 


х = 480:12 -= 40 см 


Но и СР.ВЕ тоже выражает площадь его; следовательно, 

(56 —х) ВЕ=480 см*, или (56 —40) ВЕ=480 см*, откуда 
ВЕН 
16 

51°. Тр-ки АВЕ и ВСЕ (черт. 571) подобны между собой, 
‚ как прямоугольные тр-ки, имеющие по равному углу (ДА = ДО). 
Из подобия этих треугольников находим отношение сторон: 
АВ: ВС -= ВЕ: ВЕ =й:й,. Сумма этих сторон — АВ и ВС— равна 
полупериметру параллелограма р. Пусть АВ=х, тогда ВС-=р —х. 


— 56 см есть сумма смежных сторон его. Пусть одна сто- 


Следовательно, УФЫ ‚ откуда х — РЯ. _ 
ВС р—х 1 Я-А, 

Искомая площадь равна АД, ВЕ-или СО. ВЕ = хи вт ) 

| : а”, 


м 


о 


513. 1) Пусть АР = а, АВ-=Ь, угол А = 30°. 
Площадь параллелограма — АД.ВЕ. Но АР=а, а ВЕ = 
> (зад. 67); следовательно, искомая площадь: АД.ВЕ = ие 


2) Пусть АР=а, АВ = Ь, угол А = 45°. 
Площадь параллелограма —АР.. ВЕ. Но ВЕ = Е У 2 (зад. —- 


следовательно, искомая площадь: ° в о 2 


ь 3) Пусть АВ =а, АВ=Ь, угол А= 60°. 
Площадь параллелограма — АД. ВЕ. Но ВЕ = ы У 3 (зад. 67); 


#9 — 
следовательно, искомая площадь: Е УЗ. 


514. Из тр-ка АВР определим сторону ромба, по теореме: 
„квадрат стороны, лежащей против острого угла, равен сумме квад- 
ратов двух других сторон без удвоенного произведения осно- 
вания на проекцию второй стороны“, т.-е. АВ? = Вр? ++ АР? — 
—2АР.ЕР. Обозначим сторону ромба через х, тогда АВ—АВ=х; 
ВР==13 м; ЕР определится, как катет прямоугольного тр-ка ЕВР: 
ЕР-=У ВР*— ВЕ? = У13*— 12? =5 м. Перепишем приведенную 
формулу: х* = 13* -- х — 2х.5 или 10х = 13%, откуда х -= 16,9 м. 

Искомая площадь ромба равна АД. ВЕ = 16,9.12- 202,8 м?. 

575. Опустим из вершины В перпендикуляр ВЕ. 

Перпендикуляры ВЕ и ВЕ, очевидно, параллельны; следова- 


тельно, ие ее. 2 = но ВР = 14 дм; следовательно, Ар=28 дм. 


Евр Ор 1 
Сторона параллелограма АДР = АВ -- ЕР = 26 -| 14 = 40 дм. В пря- 
моугольном тр-ке АВЕ высота ВЕ = ИАВ?*-- АЕ? = 

= ИАВ*— (АБ — ЕР)? = У37?— (40—28)? = 35 дм. 

я площадь параллелограма равна АД. ВЕ =40 35 
1400 дм* = 14 м. 

5796. Примечание. Проверим, действительно ли получа- 
ется от соединительных прямых квадрат. Рассматривая тр-к ВСЁ, 
замечаем, что Д СВЕ = Д РСС; но [РСС - & ССВ — а, значит, и 
Е СВЕ - д ССВ — а, а потому в тр-ке ВСЕ, у которого сумма 2-х 
углов (СВЕ -- ССВ) равна 4, третий угол (ВЕС) тоже равен`а 
(сумма углов тр-ка равна 24), т.-е. СЁ 1 ВЕ. Стороны же 
К1 = [М -= ММ = МК, ибо при любом наложении частей фигур 
соответственным образом, последние совпадут. Итак, 4-угольник 
КЕМ М№М—квадрат. 


м". 


АЕ 


Пусть сторона искомого квадрата х, данного--а. 
Рассматривая прямоугольный тр-к ВСГ, видим, что СГи ЕК, 
как перпендикуляры к ВЕ, параллельны между собой; следова- 
п еее 
ОВ = О 
Подобным образом из тр-ка СОС замечаем, что СЁ = [М =х. 
Из прямоугольного тр-ка ВСЁ имеем: В? -- СГ? = ВС*, или 


А 


тельно 


2 
2 


р а 
12х)? -|- х? = а, откуда х? = >. Но х? есть площадь искомого 


квадрата, а*—площадь данного квадрата. Значит, площадь иско- 
мого квадрата равна '/, площади данного. 


591. Пусть отрезок АЕ = т, отрезок ВС = п. 

Если обозначим в прямоугольном тр-ке АВС угол А 
через .а, то угол В = 90° —а. В прямоугольном тр-ке АРЕ мы 
имеем Д А =, а в прямоугольном тр-ке ЕВС угол В = 90° —а, 
следовательно, Д ВЕС = 90° — (90° —а) = а. Значит, прямоуголь- 
ные тр-ки АРЕ и ЕВС имеют по равному углу &; следова- 
РЕ’ АБ. 
вс Еб’ 
но РЕ — Еб =х— стороне искомого квадрата; следовательно, 
пропорция перепишется так: о _ или х’= ти; так как х? 

И 
есть выражение для квадрата, то его значение и есть ия. 


тельно, они подобны. Из подобия этих тр-ков имеем: 


578. Вследствие полнейшего однообразия в построении фи- 
гуры, внутренний квадрат имеет общую диагональ с внешним 
квадратом; Д РАЕ == 45°, т.-е. дуга ЕНР = 90°; но дуга АЕНР = - 
—= 12°; следовательно, дуга АЕ = АВНР —РНЕ == 12° — 90° = 30°. 

Так как дуги АЕ и ОН равны между собой, то дуга ЕН = 
= — АВНР -- — АЕ — — НО = 120° — 30° — 30° = 60°, а ЕН, как 
хорда, стягивающая дугу. ВН = 60°, есть сторона правильного 
вписанного б6-угольника. 

Таким образом, АД, как хорда, стягивающая дугу в 120°, 
есть сторона правильного вписанного. тр-ка, а ЕН—сторона пра- 
вильного б-угольника. 


ВЫ в у 1 
Отношение —^^ == -=.,а отношение квадратов. 


А из ИЗ 
равно квадрату: (1: И 3}, т.-е. 1:3. 
579. Пусть АБ =т, ВЕ = и. ' 
Прямоугольные тр-ки АЕР и ОВЕ подобны, т. к. 2 ЕАР = 
= Д АОВ, как углы, составленные соответственно параллельными 


АБ 


сторонами и имеющие одинаковое направление от вершины. Следо- 
вательно, прямоугольные тр-ки АЕР и ОВЕ имеют по равному 
острому углу, а потому они подобны. 
` ЕР - А 
Из подобия этих тр-ков слёдует: — ——, ИЛИ ы : 
ВЕ ЭЕ р: РЕ 

откуда ЕР.РЕ = ти. 

Но площадь искомого р а. РЕ, следова- 
тельно, она равна тя. 


550. Пусть стороны прямоугольника РЕ =х, ОС = у. 

Треугольники АВС и РЕС подобны, ибо ОЕ || АВ. 

В подобных тр-ках сходственные стороны пропорциональны 
РЕ СК #10 —У 

сходственным высотам: — = ,‚. ИЛИ - (с. ксА == 

= АВ СН ЗИ 


о 
=СН—КН =СН — Ос = 10— у); последняя пройбрция перепи- 


', шется так: х.10 = 39 (19-——9), или х | Зу = 39 см. Но площадь 


прямоугольника ху = бе Решив совместно эти два ур-ия, найдем 
хи у. 

х = 39 — 37; подставим это выражение для х во 2-е ур-ие: 
(30 —у)у= 63, или у? — 10у-+- 21 = 

Решив это квадратное ур-ие, получим: у = 5 + У25 — 21: 
у=Т, у = 3; Х1 = 30 — Зу == 9, ЖЗ, 


5831. Чтоб определить площадь параллелограма, необходимо 
знать основание и высоту. Тр-ки АРС и ВЕЕ имеют общий 
острый угол Е и прямоугольны; следовательно, они подобны, 

АС _ АЕ. 
м сать пропорцию: — 5; но ВЕ=24 см, АЁ -- 
и мы можем написать пропорц ВЕ” ВЕ 
= АВ -- ВЕ =1 м-+ 25 см = 125 см; ВЕ = 25 см. Пропорция’ пе- 
репишется так: р: -ы т откуда ЯС = 129 см. 

Прямоугольные тр-ки РОС и ВОВЕ, имеющие равные гипоте- 
‘`нузы (ВО =0ОрР, так как диагонали взаимно делятся пополам) и 
‘равные острые углы (напр., 4 ОРС = Д ОВЕ), равны, а потому 
рс = ВВ = 24 см. Сторона параллелограма 

АБ = АС- СР == 129 - 24 == 144 см. 

Высота параллелограма ЕС =- РС — ВЕ. 

Но ЕС =У АЕ?— Аб? = У125*— 120? = 35 см, 

ЕВ = ВЕ? — ВЕ? = У25* — 242 = 7 см. Следовательно, 
ЕС = #5 — ЕЕ = 35—11 = 28 см. 
Искомая площадь равна АД.ЕС = 144.28 == 4(32 см". 


Я 
‹ 

2. Площадь треугольника. 
55%. Площадь тр-ка равна половине произведения основа- 
_ ния на высоту. 

32. 18 
1 о ь А Вы о Е: 

2 2 2. 

и у: 

3) 7..5... 729 
о: 


= 


Е ЕН = 5 кв. ед. 


583. 1) Площадь прямоугольного тр-ка равна половине про- 
изведения катетов (или половине произведения гипотенузы на 
высоту, опущенную на гипотенузу). 

Второй катет равен У 313* — 3122 = 25 см. `Искомая площадь 


тр-ка равна м ыы = 3900 см? = 39 дм. 


| 2) Пусть катеты 9х и 40х; площадь тр-ка равна : ты = 
$ = 720 см”, или 180х* = 720 см®, откуда х=2 см; катеты равны: 


Эх = 18 см и 40х = 80 см. 
Искомая гипотенуза ра У (9х) -1 (40х)* = У 18? + 80° = 
_ 2“ У 6724 = 82 см. 


3) Смотри указание к п. 1 этой же задачи. 


; 


м 
` Пусть искомая высота й. Гипотенуза тр- = равна У. 
. Площадь тр-ка равна либо <, либо Уа*-- Ро. Следовательно, 
} В СВ ав 
- Зы ‚ откуда й = ь 

2 2 у Уа? -{ 5 


584. Площадь тр-ка равна половине произведения осно- 
вания на высоту. 


Пусть АВ =3Зсм, АС =8 см, ВР =\. Г 
р АС : йе - = 4й = 10 см* откуда й= - см. Из чертежа 


_ видно (прямоугольный тр-к АВР), что АВ >> ВР (гипотенуза больше 
катета). Это неравенство возможно, ибо АВ=3, Вр=2\|,. 


> АС. ВВ _ вии 15 АА = см. Но АВ > ВР 


Е“ 


(гипотенуза больше катета). Так как АВ — 3, а ВР = 3\/., то это 


неравенство невозможно. 


| ‘ \ 
КВ, - „ Р.Я 4 


вы 


АС.ВВ 
3) мы = 4й = 12 см, откуда й=3 см. АВ > ВР. 


2 2 
Числовое значение: АВ = 3 сми ВО=3 см; т.-е., хотя неравенство и 
отпадает, но АВ сливается с ВД, именно мы имеем прямоугольный 
тр-к с катетами 3 см и 8 см. Действительно, площадь этого прямо- 


угольного тр-ка равна ее 12 см?, что соответствует условию 
задачи. 

585. Пусть катеты этого тр-ка х. Тогда х?-+ х* = с”, откуда 
Е . Площадь этого тр-ка равна половине произведения ка- 
И в Ана 

ИИ ИР 
Примечание. Всегда лучше решать задачу предварительно 


в общем виде, тогда можно избегнуть лишних действий. 
Так, в данном случае, обозначаем катеты через х, тогда 


И < 
искомая площадь равна — к Но зависимость между сторо- 


я к 
нами этого тр-ка х* -{ х*=с*, откуда х? = Следовательно, пло- 


пд тра СС 
ыы = } 


5$) 
> 


При таком решении избегается излишнее нахождение ка- 
тетов, т.-е. нахождение величины х. 

586. Пусть АВС равнобедренный тр-к, в котором АС=ВС—с, 
АВ = 5. Высота СР определится из прямоугольного тр-ка АСР: 


ср-|// дс" (= У = ‚. Площадь тр-ка АВС = 


_АВ.СР _ Иа, или РУ 4е— в 
2 2 а 


8. 
1) Искомая площадь Ав. СО == та 6 — — = 


Е и 1008 — 56° — 2688 сме, 
2 + 

Примечание. 1 м предварительно приводится к той мере, 
которой выражено и основание, в данном случае к 100 см. 
(Можно и наоборот, меру основания привести к мере, тов 
выражена другая сторона). 


И ВИ 


2) См. выведенную в начале ыы: 
ЕАО А а 
3) Искомая площадь — Е Г) ‘46? — 0 — 
= 10 У21 = 45,82... см? 
Можно, конечно, решать задачу последовательно, но рас- 
суждения ничем не отличаются от приведенных в начале. 
Высота СР определится из прямоугольного тр-ка АСР: 


со [| -/ и) У2 


АВ.СР_29.У 


=. а 4. 112—202 — 


Площадь тр-ка равна ^ а 10 у21 = 
= 45,82... см. 
557. 1) Высота СР определится из прямоугольного тр-ка 


АСР, в котором катеты АС =а, АБ = -- = : (в равнобедрен- 


ном тр-ке высота делит основание пополам). 
Высота СР == У АС* — АБ? = и а*-— “= = 3: 


Искомая площадь равностороннего тр-ка равна 


на. а Уз = “УЗ. 
2 2 
2) Как видно из п. 1, ре равностороннего тр-ка В 


жается через сторону а так: — у 5, 
Следовательно, ‚- уз 3 = @, откуда а= уЯ 
— 2Узауз. 
3 
3) Как видно из п. 1, высота СР = я ИЗ. Из равенства 


й = у 3, находим а=-- 
2 У - 
Площадь равностороннего тр-ка, о через сторону а, 


а? _*. о , 
равна И я УЗ. Заменяя а через —^—, получим выражение для 


у ы 
искомой площади: 


[уз т, 


ВИ 


588. 1) Из теории известно, что сторона правильного впи- 
санного тр-ка а, =туЗ. 
Площадь равностороннего тр-ка выражается через сторону 


так (зад. 587, п. 1): 4ИЗ. Подставив вместо а =7У 3, получим: 


ас 
она ты 


2) Радиус вписанного в равносторонний тр-к круга равен 
м 
половине радиуса описанного, т.-е. х=!/,Ю. Но радиус описан- 


= а 
ного круга определяется из равенства: а, = УЗ; К = И 
} 


1 а , 
Следовательно, г=._ Ю = — , отсюдаа = 27УЗ3. Под- 


2 2У3 


а? 
ставив в формулу для площади равностороннего тр-ка: а 


(зад. 587, п. 1) значение ‘а = 27И 3 ‚ Получим искомую площадь 


УЗ уз—3”З. 
+ 


589. Пусть ВР = 32 см, АР = 18 см. [ 

Так как высота, опущенная из вершины прямого угла на 
гипотенузу, есть средняя пропорциональная между отрезками ги- 
потенузы, то СР`= АДР. ВР = 18.32, откуда СР = у!8 .32-== 
—24 см. Искомая площадь равна 


АВ. СР (АР ре __ (8 а — 600 см? — 6 дм. 


590. Пусть АС =85, ВС = 60, СР = 36. 
Определяем отдельно отрезки АР и ВР из прямоуголь- 


- ных тр-ков АСР и ВСРЬ: АР =у АС: —СР: = У85*— 36? = 77 см; 


Вр =УВС*— СР: = У 60*— 36° —48 см. Основание (АВ = АР -- 
-- ВВ -=71 + 48 = 125 см. 
„ 125.36 
Искомая площадь равна а има = 2250 см°. 
В случае, если тр-к тупоугольный, фигура принимает вид 
АВ,.СВ_ (АР—Вр)Ср 


АВС, и площадь выразится так: 5 2 


ет ыы ==502 .см% 


_ угольного тр-ка АВР. По зад. 67, ВД = - 


се 


591. 1) Пусть АС =а, АВ =Ь. 
Высота ВР тр-ка АВС определится, как катет прямо- 
АВ 5 


2 
АС.ВР а.б 46 
Искомая площадь: - == . 
| 2 ВУ 
2) Пусть Д А= 45°, АС =а, АВ =. Высота ВР определится, 
г с» 
_ как катет равнобедренного тр-ка АВР. По зад. 62, ВБ = ры - 
Искомая площадь: = т . 
3) Пусть АС =а, АВ =. Высота ВР определится, по зад. 67, 
из прямоугольного тр-ка АВД, именно: ВР = ы УЗ. 
Искомая площадь; 4. > “ УЗ. 


4) Пусть Д ВАС = 120°, АС=а, АВ=6. 
Угол ВАР == 180° — д ВАС = 180 — 120 = 60?. Высота ВР 


и 
определится из прямоугольного тр-ка АВД, именно: ВВ = Е УЗ 


(зад, 67). 


АС.ВР а 
Искомая площадь равна = — 


Е 

4 у 
592. Пусть искомые катеты х и у. Тогда ху’ =73?, 
ХУ — 1320 или ху = 2640. Решив систему этих ур-ий, найдем х и у. 
Для этого сложим ур-ие х*- у’ = 73* с удвоенным вторым: 
2ху = 5280; х? -|- у? + 2ху = 73? +. 5280 или (х -- у)? = 10609. Извле-. 
чем квадратный корень из, обеих частей; получим х + у = 103. 


_ По сумме 103 и произведению 2640 корней составим квадрат- 


ное ур-ие: 22— 1032 -- 2640 =0. Решив. это ур-ие, получим 
_ 103 =И103* —4.2640 _ 103 +7. 


2 2 
103 — 
Следовательно, х = и =55 см, у= а с 48 см, 
593. Пусть АС = ВС =10 см. Опустим перпендикуляр СВ 


на АБ, Имеем: 


АВ. еР = 48 см. Обозначим СР через х; тогда 


АР выразится, как катет тр-ка АСР: 
АБ = УАС:— СО-* = У 10? те 


ВА \ + 


я 


Перепишем выражение для площади: >. СВ= АБ. СВ = 


=И!10—х.х=48 см. Возведем обе части ‘ур-ия в квадрат: 
(100 — х*)х? = 48? или х4— 100х? -- 2304 =0. Решив это биква- 


= 8, «=6; АР= 10 — 2 = 1100 — 8 =6 см, АВ=2АБ= 
=12 см, или АР= У 100 — 6? =8 см, АВ =2АР = 16 см. 


594. 1) Площадь ромба равна половине произведения его 
диагоналей. 

В самом деле. Пусть диагонали АС и ВР будут В и 4. 
Диагонали ромба взаимно перпендикулярны и делятся пополам. Пло- 


ВР.АО ра Ба 
щадь тр-ка АВР = = — = = 
. 2 дна 4 


ВРС равны между. собой, то площадь ромба равна удвоенной 


-. Так как тр-ки АВР и 


р 
площади тр-ка АВР, т.-е. > В данном случае площадь ромба 


2) Рассматривая один из 4-х треугольников, напр., АОР, 


5 2 
видим, что АО | ОР, АО = > = 8-м; ОР > = 6 м. 


Площадь ромба. равна произведению основания АДР на вы- 
соту ВЕ, т.-е. АР.ВЕ, или (п. 1) половине произведения диаго- 


: АС. 
налей, т,-е. ^-. 8. Следовательно, АР. ВЕ = - С Не 


10; ВЕ = м, откуда ВЕ = 9,6 м. 


или 


595. Пусть диагонали ромба тх и лх. Площадь ромба равна 


: тх.пх 
половине произведения диагоналей (зад. 594, п. 1), т.-е. ^^^” = ©, 


ыы 


/ 29 
отсюда х = Я 


_ а 


Сторона ромба определится, как гипотенуза из прямоуголь- 
ного тр-ка (т. к. диагонали ромба взаимно перпендикулярны) АОВ: 
°АВ= У АО*+ ВО», но АО и ВО суть половины диагоналей ромба, 

тх 
5 о 


их 
т.е И 2 ‚ следовательно, 


АВ = УА0*-+ В0? = у + Е +(=) - 


> Ив Ну 28. Ит- и? -у °-”", ет 


596. Площадь тр-ка по его сторонам равна, как известно. 
из теории, Ур(р —а)(р—6) (р-— 6), где р— полупериметр тр-ка, 
а, би с-—стороны его. 


в с зы а ОЕ 


те ИУ 


1) Полупериметр: тр-ка р равен 21. Искомая 


13-14415 
2 
площадь равна У21(21— 13) (21-— 14) 21—15) = У21.8.7.6= 84. 


ы = 
2) Полар тр-ка р равен Ре" = 390. 


Искомая площадь тр-ка равна У30(30 — 29) (30— 25) А —6)= 
—=У30.1.5.24 = 60. 


3) Полупериметр тр-ка р равен о 10. 


Искомая площадь равна \/10(10 — 5) (10 — 6) (10 — 9) = 
=\10.5.4.1=10у2 


4) Полупериметр тр-ка р равен В = 71/.. 


Искомая площадь равна И 7'/.(71/, — 3) С — 5) (71|. —7) = 
=: И 71]... 41/,. 29.1, = : Из = 6,49... 


Вене 
2 


5) Полупериметр тр-ка р равен —^ —=.6;6, 


Искомая площадь равна У6,6(6,6 — 6) (6,6 —5) (6,6 —2.2) = 
—= 6,6 .0,6. 1,6. 4,4 = 5,28. 
6) Полупериметр тр-ка р равен 1/, (5 -{ 8/, + 12'/,) = 13. 
Искомая площадь равна У13(13 — 5) (13 — 8.) (13 — 121/.) = 
ги. 8. 4]. . 9] = Уз. зв 


рее 


7) Полупериметр тр-ка р равен НЕЕ - УМ ай т 


2 
Искомая площадь равна 


им ум _\/9+уп 9 
и 2 в" 5) — и = = ип)- 
и Ум УИ вии я. 
- о" ИМ 
#1 (92—17) (17129 —8. 


8) Полупериметр тр-ка р равен 5+ и Е У 65 


Искомая площадь равна 


5458-65 15/5845 _\/5и584 65 
} 5+ р [+ ы -5] + ь не х. ив 
1 
[= Ук И58--И65)-5)] [((58--и65)—5] [5-(И65—и53]] [5—(и65- и58)| = 
=: И[/584- 765) — 5 [5*— (/65— У58Ж — 
=, (98-2758. 65) (2758. 65 —08) =" 4.58.65 — 082 = 
= + И 15080 — 9604 = + 5476 = +.74— 181). 


ИУ тию+ив 
- | 


9) Полупериметр тр-ка р равен 
Искомая площадь равна 


У ии вии ув НИ ИИ ИВ) 


= + Ия НИвнив) Ивнив-Иь ) Из рив-ив 5 ини = 
ет Икиь изив из чию-Ив Ив ии Ию) = 
ИС У10)-13] [13— (И 5 -— И10)}] = 
=1 (27502) @ Уб—2)=+И4. 40-34, 


597. 1) Если два прямоугольных тр-ка имеют равные острые 
углы, но гипотенузы разные, то в тр-ке, где гипотенуза больше, 
и катеты больше. В самом деле. Пусть (черт. а) прямоугольные 
тр-ки АВС и А,В,С, имеют по одинаковому острому углу А = А, 
но гипотенуза АВ`> А.В,. При наложении тр-ка 4,В,С, на 
тр-к АВС так, чтоб ДА, совпал с углом 4, точка В, совпадет 


с точкой В.; следовательно, и точка С, совпадет с точкой С.,. 


т,е., катеты тр-ка 4,В,С, меньше катетов тр-ка АВС. 


РТН ТУР 


ак 


Пусть в тр-ке АВС (черт. 6) АВ=25, АС=29, ВС == 36. 
Опустим высоты АЕБ и ВР. 

Рассматривая тр-к, видим, что прямоугольные тр-ки АЕС и 
ВРС имеют общий острый угол С; следовательно, катет ВР 
больше катета АЕ; подобным образом, сравнивая тр-ки АВО и 
АСЕ, заметим, что катет ЕС больше катета ВР. Следовательно, 
ЕС > ВВ >> АЕ, т.-е. наименьшей стороне соответствует наиболь- 
шая высота: наименьшая высота АЕБ, соответствующая наиболь- 
шей стороне ВС, равна 35 дм, 


Определим площадь 5 тр-ка АВС по сторонам (см. зад. 596): 
= Ирр —а)(р—5)(р—с). В эту формулу вместо ` полупери- 


25 -- 29 | 35 
2 


метра р подставим = 45 дм; получим 


_ 5 = И 45(45 — 25) (45 - 29) (45 —36) = У45.20.16.9 = 360 дм. 


Но площадь тр-ка выражается и так: и ие В м 154% 
следовательно, 18АЕ = 360, откуда АЕ = т = 2) дм =2 м. 


2) Наибольшая высота соответствует наименьшей стороне 
(см. п. 1), т.-е. стороне 15. 
Площадь тр-ка по сторонам равна (зад. 596): 
Е ча 15 + 12+ 3 
5=Урр—а) р—В (р — с), где р=— = —= 120; 
$ = У!2(120 — 15) (129 — 112) (129 — 13) = (129. 105.8.7=340. 


Но площадь может быть выражена и половиной произведения сто- 


роны 15 на высоту Й, т.-е. я — 840, откуда # = 112. 


595. 1) Пусть стороны тр-ка- 26х, 25х и 3х. По формуле 
для площади тр-ка-по сторонам: $ = Ур(р—а)(р— 5) (р— 6), 
$ = И 27х(21х —25х) (21х — 25х) (27х — 3х) = 
= И27х.х.2х.24х — 36%. Следовательно, 36%? — 9 №, откуда 
М: 


Стороны равны 29х = 13 м, 25х == 121/. м, Зх= 1, м, или 
13) дм, 125 дм и 15 дм. 


ый 


2) Пусть стороны тр-ка—9х, 10хи 17х. По формуле для пло- 

щади тр-ка по сторонам: $ = Ир —а)(р—В(р— о, 
$ = И 18х(18х — 9х) (18х — 10х) (8х — 17х) = 
= И18х.9х.8х.х — 36х?. Следовательно, 35х? = 144 см?, откуда 
ха Си. 

Стороны равны: 9х == 18 см, 1Сх==20 см, 17х = 34 см. 

599. Рассматриваем 4-угольник АВСР, как сумму площадей 
тр-ков АВС и АСР. 

В тр-ке АВС стороны соответственно равны 10 см, 21 см 
и 17 см. Площадь его по данным сторонам равна: 
10-21-17 

2 


$ = Ир(р— а) (р— 68) (р— 56), причем р= — 24 см. 


Подставив в формулу вместо букв числа, пу: 
$=У24(24— 10) (24—21) (24—17) = И24.14.3.7 = 84 см. 


Подобным образом найдем площадь второго тр-ка АСР со сто- 
НЕ Г: ти 


$, = у 20(20—8) (20 — 15) (20—17) =И20.12.5.3-.- 60 см. 
'Искомая площадь равна $`-|- 5, = 84 -+ 60 = 144 см? 


600. 1-й способ. Площадь тр-ка ОЛО, можно выразить через 
стороны его: ОА = 39, ОА = 11 и ОО, = 44; но ту же площадь 
можно выразить, как половину произведения основания ОО, = 44 
на высоту АК (равную половине искомой хорды АВ). 

В первом случае, по формуле 5 = Ур (р—а)(р-—65) (р— о, 

где р = И + нь 50 см, находим 
$ = 50 (50— 17) (50 — 39) (50 — 44) = И50.33. Ш.6 = 330 см’; 
ОО,.АК _ 44. АК. 
во втором случае $5 = - ; С 
22АК = 33) см*, откуда АК == 15 см. Искомая хорда АВ =2АК = 
==3) см. 

2-й способ. Задачу можно решить и не при помощи пло- 
щадей. Обозначим ОК = х, О.К =44 — х; тогда (из прямоугольного 
тр-ка ОАК) :=АК? = ОА? — ОК? == 33 -- х*, и (из прямоугольного 
тр-ка ОАК): АК? = 0,4? — О.К: 17° — (44 — х)?; следовательно, 
39° — х? == 172 — (44 — х)?, Решив это ур-ие, находим: х= 36 см; 
-АК -= У30% — х* = У35? — 363 -= 15 см. АВ =2АК = 30 см. 


ронами 8 см, 15 см и 17 см, где р= 


—=22 АК. Следовательно, 


Г 
РЕ СТ 


2: Вов 


601. Произвольную точку О внутри параллелограма соеди- 
°— ним со всеми вершинами его. Опустим из этой точки высоты на 
Е - стороны. Пусть ВС = АВ =а, АВ = СР =. 


ВС. ОЕ _ а.оЕ. 


Площаль тр-ка ВОС = 5 > ; площадь тр-ка АОр= 
— =.“ Е р . Сумма этих тр-ков ВОС - АОР = ее + 
—- х =” еее Е ее но ЕЕ — высота параллелограма, 


если считать основанием АО; площадь параллелограма есть 


ЕЕ 
а.ЕР. Следовательно, а равна половине площади параллело- 


грама. Но тогда и сумма площадей тр-ков (АОВ -- СОР) равна 
тоже половине площади параллелограма, т.-е. сумма площадей 
° двух противоположных тр-ков равна сумме площадей двух других. 

602. Пусть отношение площадей тр-ка АВЕ. и трапеции 
ЕВСР равно 2:3. Обозначим высоту тр-ка ВС, ‘или равную ей 
высоту трапеции ЕЁ, через Й, искомый отрезок АЕ через х. 


АЕ.Вб _ хй 


Площадь тр-ка АВЕ = о площадь трапеции ЕВС = 


2 
_ ВС +ЕР -- _АР- (АР АЕ) = _ 10-400», _ 
2 2 2 

| о 20 

ож х,, Следовательно, Е я ее. й=2:3, или 

\ р 2 2 

х 2 8 

—— =—_, ОТКуда х = 8. 

20-х 3 у 


Примечание. Задачу можно решить также, рассматривая 
трапецию ВСРЕ, как разность параллелограма АВСР и тр-ка АВЕ. 


_ 603. Пусть АР = 51 см, ВР = 40 см, АС == 14 см. 

В параллелограме диагонали взаимно делятся пополам. Рас- 
сматривая один из 2-х равных тр-ков ВСР и АВР, видим, что 
тр-к, напр., АВР делится полудиагональю АЕ на два равнове- 

_ ликих тр-ка АБВ и АЕД, так как в обоих— основания равны 
(ЕВ =Е2), а высота общая — АК. Следовательно, диагоналями 
параллелограм делится на 4 равновеликих тр-ка. 

Рассмотрим один из этих тр-ков, напр., АБО. 


р ани а ды 
2 2 2 2 


0 


По зад. 596, находим площадь тр-ка АЕР. 


Эр —)@—9(—0), при чем р= Е 5 51 


= 54 см; 


Формула перепишется так: 5 = /54(54—37) (54 — 50) (54—51 =. 


= И54.17.34.3 = 306 см. Искомая площадь параллелограма 
45 = 4. 306 = 1224 см. 

604. Пусть основание тр-ка АВ =а, Д САВ == 30°, / АВС =45°. 
Опустим высоту СР. Обозначим высоту СД через И; тогдаи ВР, 
равная СР (как катеты равнобедренного тр-ка), =.й. Следовательно, 

АВ = АВ — ВР =а—#. 

Е тр-к АСР, находим (зад. 67), г 


АБ: < 3, —  Подставиь $ бивенство Е: = т 3 взамен 
| 

«. = СР, получим: АР = СР У 3 = ЛУ 3. Сравнивая АР = #УЗ 
и АВ =&—4 имеем: ад = ЛИ 3, откуда 

а 

Зы: 
Искомая площадь равна с, а а 
2 9) 
а(У 3—1) = У 3—1) 
ИЗ. 4 


605. Пусть АВ =971 см, ВС = 29 см, ВР = 96 см. 
Дополнив тр-к АВС до параллелограма АВСЕ, рассматри- 
ваем площадь последнего, как сумму площадей тр-ков АВЕ и ВЕС, 
В тр-ке АВЕ сторона АВ = 27 см, АЕ = ВС == 99 см, 
ВЕ 26—12 26==09 см, 
Находим площадь тр-ка по его сторонам, по формуле 
2-Е 29 52 


5=Ирр— 4) (р) (р—е;р = о =54 вм. 


$ =И54 (54—27) (54 — 29) (54—52) = У54.27.25.2 270 см. 


Но искомый тр-к АВС равен тоже половине параллелограма 


АВСЕ; следовательно; искомая площадь равна 270 см”. 
606. Пусть ВР>> АР. Обозначим ВР через х, тогда АР = 
АВ ВР {а х 
—= 5, ИЛИ = : 
Вр АР хх 
ур-ие так: х°-- сх—с=0. Решив это квадратное ур-ие, найдем; 


# < 
< 


—=Сс—х. По условию, Перепишем это 


ВЕ — 


с Е 


су Зе НЕ | —- 5 ) Принимаем полфжительный 


2 р 
ы о я 
корень ке у АБ =е—х=с ив о о — 6 > 5). 


Так как перпендикуляр, опущенный из вершины прямого _ 
угла на гипотенузу, есть средняя пропорциональная между отрез- 


— ками гипотенузы, т.-е., СР? = АР.ВР, то 


з СР= УАБ.ВБ= и В - Эс кая 


2 
Искомая площадь тр-ка АВС равна 


АВ.СВ _ сд У5—2 _ @УУ5—2 


2 В: 2 
607. 1) Пусть АВ =17, АС = 28, площадь тр-ка 1 210. 
АС.ВР 
Площадь тр-ка АВС равна а Высоту ВР определим 


из прямоугольного тр-ка АВР, в котором катет АД обозначим 
через х;: Вр = У АВ*— АС* = у17: — х*= 289 — хе. -С другой 


АС.ВР 
стороны, ВР можно определить так: площадь тр-ка $ = ‚ 
25 _ 2.210 
25 = АС.ВРО, откуда ВО = — 15. Отсюда 
: Ас 58 - 


У289 — х*= 15. Возведя обе части в квадрат, получим 289 — х*=225, 
откуда х*= 64; х = 8. 


Искомая сторона ВС определится из прямоугольного тр-ка 
ВСР, у которого ВР = 15, РС = АС-- АВ =28—8 = 20, 


= УВ" РС = У15* +201 = у 625 = 25. 


Если тр-к имеет вид АВ;С, то площадь его равна АС. ре, 


к Прямоугольные тр-ки АВР и АВ,О, равны, так как гипотенузы 


АВ = АВ, = 11, а катет Вр=В,Д, = 15, ибо площадь тр-ка АВС 


з равна площади А7С, а при общности основания (АС) площади 
° тр-ков равны только тогда, когда и высоты (ВО и В,0,) равны. 
_ Следовательно, и АД, -= АР =х = 8. Искомая сторова В.С опре- 


делится, как гипотенуза, из прямоугольного тр-ка р, В.С, в ко- 
тором В,Д, = 15, а В.С = АБ, - АС=8- 98 = 36; 


Вс =Ув0?- 5,5: = 15 + 36? = у 1521 = 39. 


ба 


2) Как и ви. 1, Пусть ИВ =7, АС=И, $ = 71440. 
=УАВ*— АБ = т = У49— 2, 
АС.ВР к 


5=-—^ ``, откуда ВО = 49— 
2 м = г. 
4. 1440 
После преобразований получим: х? = т х= -. 
В прямоугольном тр-ке ВОС катет РС =АС— АР= И — т = 


= т, катет ВР == туч, искомая сторона ВС определится, 


как гипотенуза тр-ка ВОС: 


2 "1742 
вс= Увр: ре? — = 1440 108? и 17424 _ 132 _ |2. 
1 тв 12 И 
В случае, если тр-к имеет вид АВ,С, искомая сторона В.С 
определится из прямоугольного тр-ка я где В.О. =—ВВ\ 


ел Р.С - АС+ АР, - ААП и; 


И ЧЕН 3 2 ит = 
вс =ИВРа+р.Са = и“ 1440 _ 134 _ у 23716 _ 154 1 


112 118 ть И 
3) Как в п. 1. Пусть АВ = 16, АС = 63, $ =504. 


= ИЯ — 22 - убей - 6—5 40-10, онуда 


Ее 16, т.е. /256 — хз = 16. Возведем обе части 
АС 63 

ур-ия в квадрат: 256 — х* = 163, откуда х = 0. Это значит, что 

АВ совпадает с высотой ВР, т.-е. тр-к АВС — прямоугольный, и 


искомая ВС — гипотенуза, а катеты — 16 и 63. Таким образом 
ВС У16? + 631 = У/4225 = 65. 


Возведем обе части ур-ия в квадрат: нЕт 49 — х2. — 
| 


именно 


608. Примечание. Так как тр-ки прямоугольные, 
то, имея по равному катету АР —=ВС и общую гипотенузу АВ, 
они равны, и АС всегда равна ВД. 

Углы ВАС и АВР, вследствие равенства тр-ков АВС и АВР, 
равны, а потому тр-к АБВ (площадь которого надо определить) 
равнобедренный, и АЕ =ЕВ. Проведем в тр-ке АВЕ высоту БЕ. 


= 


, 


еж ес 


Последняя определится (вследствие подобия прямоугольных тр-ков 
АВС и АЕБ, так как они имеют общий острый угол ВАС) из 


пропорции: 
ЕЕ АЕ ВС.АЕ 
—— =———, откуда ЕЁ =; 
ВС АС АС 


| } 
но ВС = 12 см, АС=16 см, а Ав“, т. к. высота в равнобед- 


ренном тр-ке будет и медианой; АВ =У АС* + ВС? = у/16?- чо 122 = 
— У 400 =20 см; следовательно, АЁ = = >= 10 см, 
Подставив в формулу ЕЁ числовые значения, получим: 
ВС. АЕ 12-21005 
ВЕ г 0 
АС. бай 


Искомая площадь тр-ка АВЕ равна А.Р = ыы = Буса 


2.8 

609. Пусть в тр-ке ВР — высота, ВЕ — биссектриса. Надо 
найти площадь прямоугольного тр-ка ВРЕ (заштриховано), равную 
ВВыВЕ"-. 

гея 

Высоту ВД найдем из сравнения выражений для площади 
АВС, найденной по сторонам (формула $ = УИр(р—а)(р— 5) (рР—0)) 
и по основанию и высоте. 


26-33-28 
г 2 
имеем: 5= У 42(42 — 26) (42 — 30) (42—28) — 
=У42. 16.12. 14= 336. 
С другой стороны, $5 _ к = и = 14 ВО; следовательно, 
14 ВО = 336, откуда ВР = 34. 


А 
Из теоремы о биссектрисе имеем: а =: 


По формуле 5= Ир(р—а) (2—6) (р—с), где р= —=49, 


С 
Пусть АЕ =х, тогда ЕС = АС-ТАЕ = А пе- 
репишется так: ыы < и преобразуется: 56х = 96.98, от- 
28—х 3 
куда х= 13. 


Отрезок РЕ--АБ—АР, где АБ- х=13, а Ар=у АВ" Вр*— 


=У26: — 242 = 10 (из ль тр-ка АВР). Следовательно, 
ДЕ = АБ --— АО:=13 —10 == 
Вр. РЕ _ 24.3 


Искомая площадь тр-ка ВДЕ == т —36 ‘кв. ‘ед. 


(4 


ВАС: 


610. Искомая площадь 6-угольника, как видно из чертежа, 
состоит из равностороннего тр-ка АВС, со стороной а, 3-х ква- 
дратов со стороной а и 3-х равных равнобедренных тр-ков, у ко- 
торых равные боковые стороны а и угол между ними 120° (ибо 
угол ЕСР равен 44 без суммы а, 4 и ДАСВ, равный 60°, т.-е. 
С ЕСР=44а —2а—?], не 

Площадь тр-ка АВ и 3 (зад. 587, п. 1). 

Сумма площадей 3-х и равна 34°. 

77997: 

Площадь равнобедренного тр-ка ЕСД равна СВ: В пря- 


моугольном тр-ке ЕСЕ гипотенуза ЕС =а, а ЕЁ и СЕ найдем по 


©) 
зад. 67, ибо Д ЕСЕ = о — 60° (в равнобедренном тр-ке высота 
делит пополам угол при вершине и основание); следовательно, 
_ р ЕР 
СЕ = . БЕ = - УЗ. Площадь тр-ка ЕСР = — "5 .СЕ= 


= БЕ. СЕ = из. - = УЗ. Сумма же площадей-3-х тр-ков 
За? 3 
о -: 
2 3 


\ ая 3? 
Итак, искомая площадь равна: ЖИ? -- За? + вуз те. 


1 
= а (3 +Уу 3). 
611. Пусть сторона образовавшегося правильного 8-уголь- 
ника а, =х. 
Тр-к ВЕР равнобедренный, ибо углы МЕЕ и ВЕС равны; 
следовательно, равны и смежные углы РЕВ и ВЕКЕ, а потому 
равны между собой и ВЕБ и БР. 


ря 
Из прямоугольного тр-ка ВЕЕ определим ВЕ = ВЕ = У ‚ 


== _ху2 хи 2 а откуда х== к: х 
и ОВ о х- ие" у ИИ 
Площадь правильного л-угольника рав половине про- 
па,Ки 
изведения периметра на апофему, т.-е. 2 ; по зад. 533, 


= У И - ; следовательно, искомая площадь 


Заза 
2 


я а а 208(у 2 —1) 
и В ЕЕ ЕО тео 


НАТО о: 
—2(у2 —1. 


$ = 


идее и 


612. Пусть в тр-ке АРС стороны АВ = 13 см, ВС =14 см, 
АС = 15 см. Проведем радиусы ОК и ОГ в точки касания (АВ | ОК 
и АС : ОГ, как радиусы, проведенные в точки касания) и со- 
единим точки О и. А прямой ОА. Треугольник АВС равен сумме 
тр-ков АОВ и АОС. Обозначим радиус через х. Площадь тр-ка 


АОВ = АВ. ОХ аи 137 ; площадь тр-ка АОС = АС. ОЕ ак 157 и 
2 2 . 2 2 

Игак, площаль тр-ка АВС равна сумме’ площадей АОВ и АОС, 
1Зх 157 

Т.-6. 5 = 4 —— = Ми см 
2 р 2 

По сторонам площадь тр-ка АВС выразится по формуле 
ия 4+ 15 
5= ИИр— а) р—6)(р— 5) где р= + = 21 см. Следо- 


вательно, 5= /21(21— 13) (#1— 14) (21— 15)=У?21.8.7.6=84 см. 
'`Следовательно,. 117 =84 см*, откуда г = 6 см. 


613. Пусть АВ =х, ВС=у, АС=2, радиус вписанного 
круга —7. Пусть площади тр-ков АОВ, ВОС и АОС равны соот- 
ветственно 28 м?, 60 м? и 80 м®. 


Площадь тр-ка АОВ = Ав. 0Р = = = 928 м, площадь 
тр-ка ВОС = вс. 9Р = : = 60 м?, площадь тр-ка АОС = ее НЫ 
= НОУ 

2 

Из этих ур-ий определяем стороны тр-ка АВС через х, именно 

56 12) {9 
Ж = ——., =—— ——- 

т у 


Плошадь тр-ка АБС равна сумме площадей тр-ков АОВ, 
ВОС и АОС. т.е. $5=23- 60 + 80 = 168 м. 

В формулу $5=Идр —а)р—0)р— с) подставим вместо 5, . 
р, о р--6, р ссоответственные числовые значения: $ = 168, 


ра > и+У+а- А 168.158 2156 
ИЯ 7 у: у > 
2 ры 8 кс: 168 ОВ. 
; 7 7 7 р а й у 
Следовательно, 158 = и -”. и <>. е Ра Е ау 
2388. 


куда 7 =— = 16 ми’= 4 м. 
158 


т ее 


56 120 
Искомые стороны равны : х = = —— = 14 Му= = 
г 
ра 30 Ху = Е 40 м 
4 7 4 


614. Сторона ромба определится, как гипотенуза, из прямо- 
угольного тр-ка\ АО, у которого катёты АО и ОД суть половины диа- 


( 
гоналей, т.-е. я =175 С ми = р см. 


АР = У Аб" ОР = У 753 100} = И 15625 = 125 см. 
Плошаль ромба равна АД. ВЕ = 125.ВРЕ, либо АС ‚2 Е 


—_.- = 15000 си? (зад.594). о: 125 . ВЕ = 15000 см?, 


откуда ВЕ = 120 См. 

Отрезок ЕР (из прямоугольного тр-ка ВЕР) = у! вр -ВЕ? = 

150° — 1203 = 90 см. Прямоугольные тр-ки ВОЕ и ВРЕ равны, 
т. к. гипотенуза ВР общая, а ВР = ВЕ, поэтому и ЕР = БЕ: 
значит, РЕ параллельна АС (ибо отрезает от сторон угла АРС 
БЕС Ер т АЕ 90 
АР’ 20025 °* 
откуда ЕЕ = 144 см. Площадь равнобедренного тр-ка ВЕЕ. 


равна РЕВ, высота ВК =УВЕ? — ЕК*= У 8=- Е) =. 


ь 2 
у = (“ у 7 - 06 см. 


‚ Итак, искомая площадь . ет = 6 см. 


Примечание. Ответ в учебнике ошибочный, ибо площадь 
всего ромба’ 150'.200 = 15000 см? или 1,5 м? (1 м° = 100% см = 
= 10000 смз). | 

615. Искомая площадь АВМСР равна сумме площадей тр-ков 
АВМ и СОМ. ‹ аа 


Площадь тр-ка АВМ = т т" 


площадь тр-ка СОМ = лы | 


равные части), и можем написать 


Тр-ки АВМ и СЬМ подобны ( ДВАР= Д АРС, { АВС = Д ВСР), 
а потому высоты КМ и [М пропорциональны сходственным сто- 


у ыы 


ронам, т.-е НИЕ Так как прямая КЕ 10 
И" ОБЕ В АНУ 
то, обозначив КМ =2х, ГМ = Зх, имеем: К/.=КМ.--ЁМ, или 
10 см = 2х -{ 3х, откудах = 2 см; КМ = 2х = 4 см, [М =Зх = 6 см. 
Искомая площадь АВМСР равна сумме площадей АВМ иСрМ, 

АВ.К СР 8.4 

т.-е. ь Мис М й + те = 16 + 36 = 52 см?) 
\ 616. Площадь 4-угольника ее состоит из 2-х тр-ков АВС 
и АСР, стороны которых даны. Площадь тр-ка АВС равна 


Урр—а) (2—5 — с), где а, 6, с соответственно равны 26 см, 
30 сми 28 см, р= Ио = 42 см. 

5$, - 4242 — 26) (42 — 30) (42—28) - у42. 16.12.14 = 336 см 
Подобным же образом площадь тр-ка АДС, со сторонами 25см, 
Тем и 28 см, равна $. = ЯР == 17) (35 а 


+ 210: = ` 546 с, г 
Чтобы найти диагональ ВД, проводим прямые ВЕ и ОК, пер- 
пендикулярные к АС, и РЕ параллельную ‚АС. Из полученного 
прямоугольного тр-ка ВОЕ искомая ВР определится, как гипоте- 
нуза; предварительно находим катет ВЕ = ВН+ЕН = ВН'+ РЕ 
и катет ЕР = НЕ = АСАН — ЕС. | 
Площадь тр-ка АВС равна $,= бы а 8. ВН. 14.ВН, 
или_.5, = 14.ВН = 336 бм, откуда ВН. = 24 си; 
отрезок АН = У АВ* — ВЯ? = 26° — 248 — 10 см. 
ты РЕ _28.РЕ 
2 
или 5.= 14 г ОЕ = 210 смз, откуда РЕ = 15 см: 
отрезок СЕ = УС — РЕ? = у11 —15? = 8 см. 
Значит, ВЕ = ВН ЕН = ВН ОЕ = 24 -| 15 = 39. см; 
ЕР= НЕ = АС — АН —СЕ = 28—10 —8 = 10 см. а 
И диагональ ВР = УВЕ*-- ЕР*=У 3 3971 + 10*=У162т= 
= 40,2... 


Площадь тр-ка ` АБС равна 5, = =14.ДА, 


3. Площаль трапеции. 
617. 1) Площадь трапеции равна произведению полусуммы 
(35 + 29) й 
и 14 


оснований на высоту. Пусть высота й, тогда 256 см? = 5 


откуда А = 8 см. 


НБ рыЩ 


2) Площадь трапеции равна произведению средней линии 
(полусумма оснований) на высоту. Пусть длина средней линии /, 


тогда /.8 = 200 см? (1 дм? = 100 смз), откуда / = ыы = 25 см. 


3) Пусть основания будут 4х и 5х, тогда площадь трапеции 


144 см? = р ы ге 16=72х, откуда х=2 см; 4х=8 см, 5х =10 см. 


615. 1) Пусть АР = х, высота ВК = #. 


Ир 2 Аа 


Площадь трапеции АВСР = 
= 20; площадь параллелограма АВЕЕ = АР.ВК = хй; по усло- 
вию, площадь параллелограма вдвое меньше площади трапеции 
АВС, т.-е. т =2, откуда х = 10 см. 

х 

2) Диагональ АС делит трапецию на 2 тр-ка АВС и АС, 
у которых основания те же, что и у трапеции, — ВС в тр-ке АВС и 
АР в тр-ке АСР,—а высота в обоих тр-ках,—АЁЕ и СЕ, —есть вы- 
сота трапеции. 

Пусть ВС =а, АД = БВ, СЕ, =АЕ = и. 


Площадь тр-ка АВС = ты я площадь тр-ка АСР = 
_ АР. ее р >. отношение площадей (по условию) С : - =3:7. 


откуда а:6 =3:7. 
Пусть ВС = а = 3х, АВ = = Тх, 
ао Зх-+7х . 
те Мб оч =: 
2 2 
` Площадь трапеции ВСКЕ равна А к КЕ . СМ, площадь тра- 


_ КЕ АБ 


средняя линия К 


пеции АКГО = 


т.-е. СЁ, в точке М делится пополам (КР параллельна АР; сле- 
довательно, тр-ки СЁМ и АСР подобны, а так как СР параллель- 
ной прямою МГ делится пополам, то в этом же отношении делится 
и высота СЁ,). 
Подставив условные обозначения в выражения для площа- 
дей, возьмем отношение их: 
ЗАО И Бей: ов: 9 
2 Эа у еда 


‚ МБ, . В обеих трапециях высоты равны, 


[160 — 


619. В равнобедренной трапеции высоты, опущенные, из 
вершин тупых углов, отрезают от большего основания равные 
отрезки. Так, в. равнобедренной трапеции АВСР прямоугольные 
тр-ки АВЕ и СЕР равны, вследствие равенства гипотенуз. АВ 
и СР (трапеция равнобедренная) и катетов ВЕ и СЕ (рас- 
стояние между двумя параллельными прямыми всегда одно и 
то же); следовательно, АБ =ЕрР. 

Пусть АЕ =ЕР=х, сзначит, АД — ВС = АВ — БЕ =2х 
(ВС =ВВЕ, как отрезки параллельных между параллельными), или 
69 см— 51 см =2х, откуда х=9 см. Высота ВЕ = У АВ*— АЕ®= 
=У 412 — 51=40 см. 


ВС-+ АР , 


Искомая площадь трапеции равна ВЕ=- 


г зы -40—2400 сме, или 24 дм?. 


е. 40 
620. Отрезок АЕ т сы = о см (см. зад. 619). 
Прямоугольный тр-к АВЕ равнобедренный, ибо и ДАВЕ=45°;. 
следовательно, ысота ВЕ=АЕ=6 см. 
Искомая площаль трапеции равна 
ИР 86 ар аа 
2 2 
621.Пусть АР -- ВС=т, АВ + СРел. 
Опустим высоту ВЕ. В прямоугольном тр-ке АВЕ угол А 


.6=288 см’. 


равен 30°, и, по зад. 67, катет ВЕ равен "=. Но ВЕ = СБ; сле- 


довательно, ср-* >. Обозначим СД через х, тогда АВ=2х. По 


условию, АВ + СРр=л или 2х -|- х=и, откуда 


, Е НР: ВЕ 
3 3 


2:3 6 
622. Пусть ВС=2) см, Ар=60 см, АВ=13 см: Ср=371 см. 
Проведем ВЕ параллельно СР. В тр-ке АВЕ сторона АВ, 
по условию, равна 13 см, сторона ВЕ равна параллельной сто- 
роне Ср=31 см. третья сторона АЕ равна разности оснований 
АР и ВС, так как’ АВ=АВ— РЕ=АР — ВС=60— 2)=40 см. 

Высота ВЕ тр-ка АВС (она же высота трапеции) определится 
из сравнения 2-х выражений для площади тр-ка АВЕ. 


АР - ВС 
Искомая площадь трапеции равна о Е Па ИЕ 


я ие А 


Площадь тр-ка АВЕ ее” Ех 
лим ту же площадь по сторонам по формуле $ = У р(р—а)(р—6)(р—‹), 
где а, 6,с равны 13 см, 37 см и 40 см, 
ас _13+37+40 
ыы 2 ы 52 
Итак 5=У45 (45 — 13) (45 — 37) (45—40) =Уу45.32.8.5= 
=240 см?. Таким образом, 20.ВРЕ = 240, откуда ВЕ=12 см. 
Искомая площадь трапеции равна +=. ВЕ = 


пы 
а 


=20. ВЕ см". Опреде- 


= 45 см. 


. 12=480 см?. 


623. Указание. В равнобедренной трапеции равны между 
собой: острые углы, тупые углы и диагонали. Это легко доказать, 
если опустить из вершин тупых углов высоты и сравнить соот- 
ветственные равные прямоугольные треугольники. Отрезки боль- 
шего основания тоже равны (зад. 619). 

х 1-й способ. Проведем диагональ ВД и высоту ВЕ. Из 
сравнения выражений для площади тр-ка АВР, у которого сто- 
роны соответственно равны АВ = 17 м, „@Р = 44 м и ВД = 39 м, 
определим высоту ВЕ. 

АР.ВЕ 44.ВЕ 


Площадь тр-ка АВР = 2 И =22.ВВ. 


По формуле 5=Ур(р—а)(ф--65)(р- с), где а,5.с равны 
7 м, 44 ми 39 м, ре А. 


5=У50 (50—17) (50— 44) (50 —39)=/50.33.6. 1=330 ма. 

Следовательно, 22ВЕ =330 м“, откуда ВЕ=15 м. Из прямо- 
угольного тр-ка АВЕ, у которого гипотенуза АВ=17 м, а катет 
ВЕ = 15 м, найдем: катет АБ = у АВ"— ВЕ = 11? — 15-8 м. 

Меньшее основание ВС = АР —2АЕ=44 —16=28, м. 

‚ Искомая площадь равна т сы ИВ = и 15=540 м2. 

2-й способ. Площадь м В трапеции равна про- 
изведению большего отрезка большего основания на высоту, 
т.е. 5=ЕШ.ВЕ. В самом деле. ЕД равна полусумме оснований. | 
Пусть меньшее основание — а, большее — 6, отрезок АЕ=ЕР=с; — 


а-ё | 
тогда‘ 6 =а -{ 2с; следовательно, выражение —‚— - перепишется так: 


ыы 


50 м, имеем 


=а--с. Как видно из чертежа, ЕР = = Нр= ВС - АБ= 4 


\ 


а 


т 


Высота ВЕ находится, как указано выше (1-й способ). 

Отрезок ЕР=у/ В2*— ВЕ*= у 3%*— 15*=36 м. 

Искомая площадь трапеции равна 36.15=540 м2. 

624. 1) Проведя СЕ параллельно ВР, получим равнобедрен- 
ный прямоугольный тр-к АСВ; т. к. СЕ параллельна ВО, а 
ВР 1 АС, то СЕ тоже перпендикулярна к АС; с другой стороны, 
СЕ равна ВР, следовательно, равна и АС (АС=ВР — см. указа- 
ние к зад. 623). 

В равнобедренном прямоугольном тр-ке АСЕ гипотенуза 
АЕ= АР -- РЕ=АБ + ВС=20-- 12=32 см (РЕ=ВС, как парал- 
лельные между параллельными). 

Пусть АС=СЕ=х. По Пифагоровой теореме, АС? -- СЕ*= АЕ®, 


2 
или х? -+ х* +=, 322, откуда х* = = = 512` см. 


Трапеция АВСР равновелика тр-ку АСЕ, ибо площадь трапеции 
АВСР равна площади тр-ка АРС плюс площадь тр-ка АВС, а пло- 
щадь тр-ка АСЕ равна той же площади тр-ка АРС плюс площадь . 
тр-ка СРЕ, равного тр-ку АВС(АВ=Ср,ВС=рЕ, АС=СЕ). 

Итак, искомая площадь трапеции АВСР равна площади 

р 1 х 
тр-ка АСЕ, именно: ке = _ Е: 256 см®. 

2) Как и в п. 1, искомая площадь трапеции равна площади 
равнобедрённого прямоугольного трека: АСЕ, у которого известна 


высота СЁ =. | 
Очевидно, что и прямоугольный тр-к АСЕ тоже равнобед- 


`ренный, ибо угол САЕ — 45°, значит, и С АСЕ = 45%; следова- 


тельно, АР = СЁ =. 

Искомая площадь трапеции АВСР равна площади прямо- 
угольного. тр-ка ДСЕ'".  ДБ.СЕ'=АР. СЕ" ЙО (у АЕ = АЕ, 
т. к. высота СЁ равноб. тр-ка служит и медианой), 

625. Из равнобедренного прямоугольного тр-ка АСЕ ( АСЕ = 
= Д САЕ = 459), у которого гипотенуза = с, найдем катеты СЕ = 


р 
АЕ = я , 
Искомая площадь трапеции равна (зад. 623, 2-й способ): 
СИЗ са а 
АЕ.СЕ = 2 “у ИК т = О ме 
АВС сы 
626. м ЕР равен В жа, = 8 см (зад. 619), 


Юй 2 
АБ = Ар —РЕ = 26 — 8 = 18 см. В прямоугольном тр-ке АСР 
высоту СЕ определим на основании теоремы: „перпендикуляр, опу- 


Е 


щенный из вершины прямого угла на гипотенузу, есть средняя 
пропорциональная между отрезками гипотенузы"*: 
СЕ*=АБ.ЕР=18.8; олкула СЕ = 12 см. 
Искомая площадь трапеции (зад. 623, 2-й способ) АВ.СЕ = 
= 18.12 = 215 56мм. _ 
(Или АР ВС с. = 25+ 
2 2 

627. Пусть АБ = 142 см, ВС = 89 см, ВР = 12) см. АС =153 см. 

Проведя СЕ. ВР до пересечения с основанием АД в точке В, 
получим трк АСЕ, у которого АС = 153 см (по условию), 
СЕ = ВР = 12) см, АЕ = АР -- ОЕ = АД + ВС=142 -- 89=231 см. 
Высоту СЁ этого тр-ка (она же и высота трапепии АВСРО) найдем 
из сравнения выражений для площади тр-ка АСЕ. 
АБЗСЕК2. СВ 

2 ро 

По формуле $= Урр— а) (р—5) (р—с), где а, 6, ссоответ- 
ственно равны 129 см, 153 см и 231 см, 
ао 12) 4- 153 -231 

2 2 

5$= У 2222:2—12))(2:2=-153):252 221) = 

= И252.132.99.21 = 8316 см. 
Я = 

Следовательно, 8316 = — о откуда СЁ = 72 см. 


Е 


.12 = 216 смз). 


Площадь тр-ка АСЕ равна 


р = 


= 252 см, 


Искомая площадь трапеции равна ‚СЕ = 


= че. 72 — 83167 см. 


628. В трапецни АВСР основания АД и ВС равны очевидно 
3605 
аз и аз, ибо сторона правильного тр-ка стягивает дугу в т 120°, 
20о 
а сторона правильного 6-угольника-—дугу ве” = 60°. Высота же 


КГ трапеции равна 02. —ОК =А,— К, т.-е. разности апофем 
б-угольника и тр-ка. м 
Основания трапеции а, =7/З и @&=7, высота КЁ = № — 


А — . еь 
я ИЗ 5 или КЕ = ь (Уз № Из (зад. 528,); 


г. 7 
но а; =*; следовательно, А; = кт 3; = т т. к. радиус вписан- 


ного круга равен половине радиуса описанного]. 


# и 


Искомая площадь трапеции АВСР равна 


АБ -- ВС т м +). 7 (Из в 
5 ыыы ь г к 
УЗ +1. в. 8 

2 2 2 


629. В описанном выпуклом 4-угольнике суммы противопо- 
ложных сторон равны, т.е. АВ -- СР = ВС -| АБ, но АВ =СВ=а 
{по условию}; следовательно, ВС -- АД = 2. 


Высота вв АВТ ь (зад. 67). 


2 
Искомая плошадь трапеции АВСР равна 
5 - 
ВС АР вр _2а а_@. 
2 ка 
630. Пусть ЕЛ, параллельная основаниям, делит площадь 
АВСР пополам. : 


Проведем ВМ параллельно СО. Тр-ки АВМ и ЕВГ, подобны 
ВЕ ВК 
так как ЕГТАМ). И б е = ; НО 
( к 1 АМ). Из подобия тр-ков следует: а 
АМ = АР — МР = АР — ВС'= 22 —6 = 16 см (МО = ВС, как от- 
резки параллельных между параллельными). ВМ =8 см. Следова- 


тельно, Ре = Я он а Н. 1 =.2,. Пусть, ЕЁ = 2х, ВК =х. 
16 8 вк 8 
ВС х ЕВ 


Площадь трапеции ЕВСЕ = : ВК..Основание ВЕ =ВГ-+ 


+ ЕЕ = 2х + бсм, ибо [Е = с как отрезки параллельных между 
параллельными. Следовательно, площадь трапеции 
2 2 2 
С другой стороны, площадь трапеции ЕВСЕ равна половине 
площади АВСО, т.е. 
К ВС 79 БН 29 бб сим 
2 2 2 2 
Итак, (6 + х)х = 56. Перепишем это ур-ие: х*-|- 6х —56 = 0. 
Решив это ур-ие, находим: х = —3З + г 56. Принимаем 


положительный корень х = У 65 —3 = 5,66... 
2) Пусть ЕЁ, параллельная о. делит площадь 
трапеции АВСР в отношении 9:8 (ОВС больна часть). 


ЕВСЕ = 


Веда 


Проведем ВМ параллельно СО. Тр-ки АВМ и ЕВЕ подобны 
(так как ЕЁ АМ). 


Е ВК 
Из подобия этих тр-ков следует: — 


= —— уно АМ =АР— 

АМ” В 

— МР = АР — ВС = 11 —6 =5 см (МР = ВС, как отрезки парал- 

лельных между параллельными), ВМ =5 см. Следовательно, 
ВК 

=. - —, т.е. БГ = ВК, которые обозначим через х. 


5ВС -Н ЕЕ. 
2 


Площадь трапеции ЕВСЕ = . ВК. Основание ЕЁ = 


= ЕЁ+ ЕЕ =х-- 6, ибо [Е = ВС, как отрезки параллельных 
между параллельными. Следовательно, площадь трапеции 
б+х+б.,_ Ча. 

2 


ЕВСЕ = ВК = 5 


Но площадь трапеции ЕВСЕ равна = площади трапеции 


АВСР, т.-е. сы ‚ВМ = Е .5 = ты см. Зна- 
17 2 7 2 2 

Чит, Г т ее > : Перепишем это ур-ие: х? | 12х — 45 = 0. Ре 

шив это квадратное ур-ие, найдем х = —6 --У6? - 45 = —6- 9. 


Принимаем положительный корень х = 3 см. 


631. Соединяя вершины внешнего многоугольника с верши- 
нами внутреннего, как показано на чертеже, получим ряд трапе- 
ций АА,В,В, ВВ.С:С, ССО.Р и т. д., большими основаниями коз 
торых будут стороны внешнего многоугольника, а меньшими осно- 
ваниями—стороны меньшего. Площади этих трапеций будут: 

в - 
2 2 
где высотой у всех—5 дм. Сложив эти площади, получим пло- 
щадь, заключенную между периметрами многоугольников. Итак, 
искомая площадь равна: 
АЕ Аа. Е +В. 5 дм О, 5 ди... 


- 5 [(АВ + ВС + СР...) + (АВ, + ВС, С... 


1.5 ом ит. д., 


` Так как АВ-+- ВС -- СР... = 97 дм, а АВ, + ВС, + С.Д... = 63 дм, 


то искомая площадь равна (о НЕ 63) дм? = 400 дм? =4 м*. 


тв 


4. Площадь многоугольника. 


632. Пусть диагональ АС = К перпендикулярна к диа- 
гонали ВД = [. 

Пусть отрезок ВО = х, тогда ОР = ВВ — ВО =/[—х. Пло- 
щадь 4-угольника АВС разобьем на 2 тр-ка АВС и АСР. Пло- 


щадь тр-ка АВС = ис: = :*. ‚ площадь тр-ка р и 
=“ = . Искомая площадь 4-угольника АВСР равна сумме пло- 


щадей тр-ков АВС и АСР, т.-е, Е ня КГ —х) 


2 2 

2) Разобъьем 4-угольник АВСР на 2 тр-ка АВС и АСВ. 
Опустим перпендикуляры ВМ и РМ из вершин В и Р на диаго- 
наль АС. Пусть ВР=к, АС=[. 

Обозначим отрезок ВО=х, а РО=к—х; тогда 


тЫ оны 
2 2 а 2 
Площадь тр-ка АВС - ыы, \ 
площадь тр-ка АСР = че. 2. 
Подставив в формулы площадей тр-ков Ни значения, 
получим: площадь тр-ка АВС = и, площадь тр-ка АСР= ия 


Искомая площадь НЕ сумме этих площадей: 
КЕ—х) _Н 
ен р 4 | 

633. Пусть и ВС=5; очевидно, и Рб=а, Ар=ф. 

Соединим точки Е и С и точки Н и Е между собой. 

Полученная фигура ЕЕСН есть ромб, ЕСб и НЕ—диагонали 
его. Площадь ромба равна ‘половине произведения диагоналей, 

С.НЕ. 


(зад. 594), т.-е. искомая площадь равна 


Диагонали ромба взаимно перпендикулярны и делятся пополам _. 
следовательно, ЕО=ОС и НО=оОЕ. Длина ЕО=ЕМ + МО; но. 
ВМ — высота равностороннего тр-ка со стороной а, следовательно, 
вс 

2 


она равна : УЗ; ОМ=вВЯ=- . Значит, 


>< 


ЕО ЕМ «МО = “УЗ + :. а Еб-2ЕО-аУ 3 +5. 


О 


Длина НО = НР-- РО; но НР— высота равностороннего 
тр-ка со стороной 6, следовательно, она равна УЗ: РО=АМ = 


АВ а <-> 
= — = —` Значит, НО = НР+РО =—уз-+—, 
2 2 р 2 РЕ 2 
НЕ= 2НО=.6у 3 + а. 
Итак, искомая площадь ромба равна 


ВС.НЕ _ _ 
те › @у3+5) УЗ+а. 
634. о АВРЕ состоит из 3 в ков: ВСР и 
равносторонних АВЗ и СРВ. 


Площади равносторонних тр-ков АВС и СРЕ равны у 3 


2 
и У 3 (зад. 587,). 


В тр-ке ВЗР угол ВСР =60°, так как углы АСВ и ОСЬ, как 
углы равносторонних тр-ков, содержат по 60°, а сумма углов, 
расположенных по одну сторону прямой и имеющих общую вер- 
шину, равна 24. Сторона В5=а, СР=ё (ибо ВС=АС, Ср=СВЕ). 

Опустим высоту ВЕ на в СР. По зад. 67, 


ВЕ= ту 3 Е 3. 
Ср.ВЕ _'6 ауЗ 4 у, 


2 2 2. 
Искомая и 4- угольника АВОЕ = 


Площадь тр-ка ВСР = 


УЗ 2 ИИ ИЗ ав 


635. Опустим перпендикуляры ВЕ и СЕ на сторону АР. 
Разобьем 4-угольник АВСР на трапецию ЕВСЕ и 2 пря-. 
моугольных тр-ка АВЕ и СОК. 


ВЕ + СЕ 


Площадь трапеции равна .ЕЕ; площадь прямо- 


угольного тр-ка АВЕ”. а тр-ка СВЕ = т т 

Итак, надо определить прямые ВБ, СЕ, ЕВ, АЕ и ЕР, чтобы 
получить площади указанных трех фигур. 

ВЕ и СЕ определятся, как перпендикуляры, опущенные из 
вершины прямого угла на гипотенузу. 


Ир На 


-В тр-ке АВМ катет ВМ=УАМ*— АБ*=У 252 — 15*=20 см. 


Площадь тр-ка АВМ равна И Р-н см*, 


УЕ т ВЕ; значит, 150—2 ВЕ, откуда ВЕ =12 см. 


2 
В тр-ке МСР катет Мб=И М2 — С[?=У2.2 — 13=24 см. 


Площадь тр-ка мо: °2= “."- 84 см?, или 


1 | бе ь 


И СЕ; значит, 84 = > .СЕ, откуда СЕ =6,72 см. 

Длина ЕЁ =ЕМ -- МЕ; из прямоугольного тр-ка ВЕМ опреде- 
ляем катет ЕМ= УВМ*— ЕЕ =У2)*— 12816 см; из прямоуголь- 
ного тр-ка МСЕопределяем катетМЕ =У МС*— СЕ*=У2,*— 6,128 = 
=23,04 см. Следовательно, ЕР =ЕМ + МЕ=16 ++ 23,04=39,04 см. 
Отрезок АЕ=АМ —ЕМ=25 —16=9; отрезок Ер=МмМРр— МЕ= 
=25 — 23,04=1,96 см. 


Итак, ‘площадь трапеции = ая .ВЕ = — я . 39,04; 
площадь тр-ка АВЕ равна те А. т, площадь тр-ка СОЕ 
1,96. 6,72 - 
равна Е 
Сумма а . 39,04 се - + т И 426 см”. Это и 


есть величина искомой площади ИВ АВС. 
‹ 636. Дуга ЕА=360° — (30° -{- 60° -{- 90° -{- 120°) = 60°: 
Соединим центр О с вершинами .А, В, С, Р и Е. 
Искомая площадь равна сумме площадей 5-ти тр-ков: ОАВ, 
ОВС, ОЗР, ОБЕ и ОБА. 
Тр-ки ОБА и ОВС суть равносторонние тр-ки со стороной—; 


| площадь каждого из них равна и 3 (зад. 587,), а сумма обоих 


равна ; УЗ. 
Площадь тр-ка СОР, у которого Х СОР =90°, равна половине 
произведения катетов: 


В тр-ке ОРЕ, у которого 2 ЕОР=120°, сторона ЕД равна 
стороне правильного тр-ка у УЗ, а высота ОК — апофема, равная г 


Площадь этого тр-ка аи а т_ПУЗ 
2 РА 2 4 
АВ. ОГ 


Площадь тр-ка АОВ равна — р ; но АВ =а,, (Д АОВ = 
{®) ЕЕ АНЯ 1 Е 
‚=> =30° =, И2 —УЗ) (зад. 530), ОЕ = &= 5 У2 + Уз 


(зад. 531); следовательно, 


у ый ——_ 
площадь тр-ка оВеа г у2- т. 2 У 3= 


2 2: 
Итак, сумма площадей всех пяти тр-ков равна: 
2 
ИЗ + а 8+3 3) "(УЗ- 1. 


637. 1) Площадь описанного многоугольника равна поло- 
вине произведения периметра на радиус. 

Для доказательства; соединим центр с вершинами много- 
угольника; многоугольник ‘разобъется на ряд тр-ков АОВ, ВОС, 
СОР и т. д.; площадь каждого из них равна половине произве- 
дения основания на высоту, но основанием служит сторона мно- 
гоугольника, а высотой— радиус (как видно из чертежа, площадь, 


а 7, 
2 2 
Итак, площадь многоугольника АВСР... равна сумме пло- 
АВ.7 ВС. Ср 


щадей трков А ВОС= р а И ДТ 


ия. ВС." Ср. т 
| о вЫ 


240 см? = 


с ь (АВ ВС + СБ...) = 


! 


ы 5:60; отсюда 7=8 см. 


2) Пусть ‘периметр многоугольника Р. Тогда (см. п. 1) 


72000 см? (1 дм*=100 см), откуда Р= 160 см=16 дм. 


638. Радиус ^ описанной окружности вдвое больше радиуса у 
вписанной, т.-е. _ равен 27. Сторона а. правильного вписанного 


тр-ка равна РУЗ = . 3. Площадь правильного тр-ка, равна 


“: Узи) ИЗ ув, 


ЗЕЯ 


639. Пусть из произвольной точки О внутри правильного 
многоугольника АВСР... опущены перпендикуляры ОК, ОГ, ОМ... 
Соединив точку О с вершинами многоугольника, получим” ряд 
тр-ков АОВ, ВОС, СОР.., и сумма площадей их равна площади 
. многоугольника. 


Пусть сторона многоугольника АВСР = а (по условию, мно- 


гоугольник правильный). Площадь тр-ка АОВ = С РА к 


;. 2 
площадь тр-ка ВОС = зе тя пре 2" ‚ площадь тр-ка 
СОР = <.2и = и и т. д. Сложив эти площади и заме- 


пак 
тив, что площадь многоугольника равна 5 ‚ где и— число сто- 


рон многоугольника, а К его апофема, получим: 


пак а.ок а.о а.омМ 

нет 

ок + 0Е+0М... 
й 


и > (ОК + ОЕ + ОМ.. 


откуда —— = К, что и требовалось доказать. 


640. 1) Сторона правильного вписанного 6-угольника аз 


т 
равна”, апофема его А; = ИЗ (как высота правильного тр-ка 
2 ` 
пак 
со стороной 7). Площадь многоугольника — ——; следовательно, | 
1 в 3 > 
искомая площадь равна .б.х. БУ ет йуз. 


2) Апофема описанного многоугольника есть радиус круга, 
около которого и описан многоугольник. 


Пусть сторона данного б-угольника — а, тогда радиус его ® 


тоже равен а, а апофема > УЗ или =. ИЗ, которая равна дан- 


ному радиусу у, т.е. > УЗ =», откуда а = Е ИЗ. Площадь 
правильного б-угольника равна 


базКь К ау 3 Зав У 3 БЕ 2 “ т “А . 
те За м Е 91| 7УЗ ут 


- 80 


3) Апофема правильного 6-угольника равна з УЗ (как вы- 


сота правильного тр-ка со стороной а). Следовательно, искомая 


площадь 5 = Е перепишется так:$ = |. - УЗ = ро из. Е 


откуда 4 -= и - —_ У25У 3. 
ЗУЗ Зи 


641. 1) Соединив центр О с вершинами А и В, получаем 
|9] 
тр-к АОВ с Д АОВ = р = 45°. Опустим перпендикуляр АК на 


сторону АВ; получается равнобедренный прямоугольный тр-к АОК 


(2 АКО = 90° — 45° = 45°), и АК =ОК = ся Их УР. 


с В РУз 


Площадь тр-ка АОВ = 
2 а 


Искомая площадь правильного 8-угольника равна сумме пло- 
щадей 8 тр-ков, каждый из которых равен тр-ку АОВ, т.-е. эта 
площадь равна 8. г У2 =2тУу2. 

Пусть АВ — сторона правильного вписанного 12-угольника. 
Угол АОВ = ее = 35. Опустив. высоту АС на сторону АВ, по- | 


лучаем прямоугольный тр-к АОС с углом АОС = 30; катет 


АС = Е = : (зад. 67). Площадь тр-ка АОВ = т 
== . . Г == я * | 
2 ЗА 


Площадь правильного 12-угольника равна сумме площадей 
12 тр-ков, каждый из которых равен тр-ку АОВ, т.-е. ‘ искомая 


площадь равна 12. Е = 37. 


2) Площадь правильного 8-угольника определим по формуле 


5, = = ‚ или 5, = к . Апофема К» т (И? +1 (зад. 533). 


Итак, площадь 5: = ы , ‚ 4? -- 1) = 2ау 2 + 1). 


Е“ 
% 


2 МОЯ 


Площадь правильного 12-угольника 


Бля = : @;5 1 Юль = ба, : (2-НУ 3.) = 3а 2-4 УЗ) 


[выражение Кр = : (2+ УЗ) см. зад. 533]. 


643. 1) Соединив центр О с точками. К, Г, М.., получим: 


12 равных равносторонних тр-ков, сторона каждого из.которых 
равна - - и (АС=а; =гИЗ, см. зад. 550,). Площадь рав- 


ностороннего тр-ка со стороной х у з (зад. 587,); следо- 
вательно, площадь тр-ка, 


а ЕТ `, 
напр., вк = ( 3 уз о Во у 
Искомая площаль равна сумме площадей 12 тр-ков, равных 


тр-ку КВГ, именно 12.1'/, УЗ = УЗ. 


Примечание. Тр-ки ВКР = СЕМ = ММ... (зад. 550,). 
Тр-к ВКГ равен тр-ку ОКГ: у обоих сторона "КЕ общая, 
Я > КОР = "= = 60°; следовательно, в равнобедренном тр-ке 
ОКТ углы ОКЕ и ОГК равны по 60°, „тге. и этот тр-к равносто- 
ронний, с одинаковой стороной, что и’ у тр-ка ВКГ. 

2) Искомая площадь состоит из площади квадрата`АВСО, 
сторона которого равна 7У 4, и 4-х прямоугольных равнобедрен- 
ных тр-ков КА,В. [С.), МВЕ, и МНУ, катеты которых равны 
(зад. 550,) по /(И2 —1). 

Площадь квадрата АВСРавна (7У 2 )*= 2/2; площадь одного 
из 4-х равных прямоугольных» равнобедренных тр-ков — 

О 
ИА в 2 , 


У2 —1) 
2 


Искомая площадь звезды равна 27-4. = 472 —У2)}. 


643. 1) Пусть радиус данной окружности — х. По зад. 641», 
илощадь правильного вписанного 12-угольника равна 37, т.-е. 


© - 3,*, откуда 7 = :. 


С 


И ФЗГ 


Площадь правильного вписанного 6-угольника по радиусу х 
ЗУЗ 


равна —› — (зад. 640,); подставляя значение 72, получим: 


ЗУ Зи: Е УЗ 
ом. 
2) Пусть радиус данной окружности — т. По зад. 641, пло- 
щадь, правильного вписанного 8-угольника равна 27У2, те 


@ =27У2, откуда 7? = ВИ Площадь квадрата равна (а,)>, 


281652) 
асс ЧР: 
те (72-27 =2. уно 


Примечание. Мы определяем сразу 7*, так как площади 
есть величины 2%г0 порядка и в результате, выражая все вели- 
чины через х, мы непременно получим формулу, выраженную че- 
рез /?. Это освобождает нас от нескольких излишних действий. 


| а 
644. Площадь  равалЬНОко 8-угольника, по формуле — -, 


равна та = 4а,К,. В данном случае, апофема А, =” (как на- 


глядно видно по чертежу). Величина же а. определится из ра- 


венства (зад. 533): К, = г (И2 1); откуда = ры ыы 
=— Сс ПА -а = 22 —1) =2У2 — 1) таккак А =^ 


(Или 2 —П 
(в данном случае). Следовательно, искомая площадь 
4аьК, = 4.2У 2 —1).х= 87" 2 — 1). 


па„Кн | 
Площадь правильного 12-угольника, по формуле Не равна 


12а. К 
212 = бак... В данном случае, апофема ^,. = х. Величина же 


а» определится из равенства (зад. 533): К» = = (2+У3), 


А И оао 
а ЛЕ и 9 -- ИЗ) и 


= 2^(2 — УЗ), так как А» =^ (в данном случае). 


р 
4 
\ 


Итак, искомая площадь ба. =6: 27(2 —]'3).7=127!2—У3), — 


р 


_ между собой, и ОС = РК = Ч 


окт ИА 
645. 1) Сторона правильного 10-угольника равна 5 (И5—п 


апофема А, = и У! -2 У5 (зад. 531.). Площадь правильного 


10-угольника, по формуле пы равна 


бар = 5: (И 5 1) 2И10 +25 = 


Е ы 5 —_ 
= И (УЗ о от Е =" И10—2И5.. 


2). По зад. 5335, Кв = 5 И5 - НЕ 25; следовательно, формула 


во =: = ба,А, .перепишется так: - У5--2и5. 
646. 1) Опустим высоту ВС на радиус ОА; катет ОС = '|. аз» 
о) 
а ВС==-К,.`В самом деле. ДВОА= — = 72°, а потому в пря- 


моугольном тр-ке ВОС, в котором Д ВОС = 12°, угол ОВС = 18°. 
Построив сторону правильного 10-угольника ДЕ и проведя 
апофему ОК, видим, что в прямоугольном тр-ке РОК гипотенуза 
ОР равна радиусу, а острый угол РОК = г и = 18°; следова- 
тельно, прямоугольные тр-ки ВОС и РОК, имеющие равные гипо- 
тенузы ОВ = ОР =г и равные углы ОВС = РОК = 18°, равны 


ВС =ОК += ди 10+ 2/5 (зад. 534%). 


ОА. ВС 7 и я вены > 
Площадь тр-ка АОВ = = `4 У!10 + 2/5 = 


2 с т, ея 
= 5 Ую-+2у 5, а площадь 5-угольника в 5 раз. больше пло- 


щади тр-ка, т-е. равна — 2УЮ- } о 


2) Апофема &; = й ?— 5, Изравенства а5=5 И0—2у5 


(вад, 538) определим х =—— г) —_ и подставим в формулу для А; 


Ию—2у5 


Ис 
полуЗим ь-у да оар -У 4410 + 2 5) а _ 
10—2И5 4 ы 80 4 
р Е а 
ый. ЕН 20.5 20,25 ЮИБ. 


па,Кн 
Площадь правильного 5-угольника равна (по формуле и ) 


Эа 5 :а та а* 
о” = 25'- 1075 = 25 + 10И5. 
о Е 0и25+ Е 
647. Пусть АВ сторона правильного вписанного 24-уголь- 
ника. Опустим высоту ВС на радиус ОА. Угол АОВ при центре О 
И 
равен Е = 15°. Продолжив ВС до пересечения с окружностью, 


получим хорду ВР, стягиваюшую дугу в 30°, теб Е, 
аВС =\, ВР =, а,=1,.7И2— УЗ (зад. 530,). 
Площадь тр-ка АОВ = к ОЕ Я Иа --уЗ = 


ыы И2—и 3, а площадь 24-угольника равна сумме площадей 


или 37%У 6 —У2) (см. прим. к зад. 530}. 


5. Сравнение площадей треугольников и много- 
угольников. 


645. Пусть диагональ ВР делит пополам диагональ АС, так 
что АО = ОС. 

Опустим. из точек А и С высоты АЕ и СЕ, на диагональ ВР. 
Прямоугольные тр-ки АОЕ и СОЁ равны, ибо они имеют равные 
острые углы АОБ = СОЁЕ., как вертикальные, а гипотенузы АО и 
ОС равны по условию; следовательно, и катеты АЕ и СЕ, равны 

ВВ. АБ 


‘между собою. Площадь тр-ка АВР = рт, а площадь тр-ка _ 


; но, вследствие равенства, АЕ и СЕ, и площади 


ВСВ — а 


тр-ков АВР и ВСР равны между собою, т.-е. диагональ ВР де- 
лит площадь 4-угольника АВСР пополам. 

649. Так как ВК =КС и АЕ —={О, то трапеции АВКЕ и 
КСЕ имеют равные основания, а высоты их равны (как равные 
высоте трапеции АВСР); следовательно, и площади их равны. 


СР РОВ ЕЗИАИ ОУ ЗЕНИ 


у й | т 


Тр-ки АО и РОГ равновелики, так как основания их АЁ = ОД, 
а высота общая, ибо вершина О у них общая, а основания АЁ и 
РГ. лежат на одной прямой. Подобным образом, и тр-ки ВОК и 
КОЗ равновелики. Следовательно, если от равных площадей 
АВК! и КСОГ отнять равные площади (А0Г--РОК)=(рОГ + КОС), 
то остающиеся площади тр-ков АОВ и СОС тоже будут равны. 

650. Соединим середину О боковой стороны АВ с вершинами 
С и О. Пусть основание ВС =а, основание АР =, высота 
ВЕКА 


Площадь трапеции АВСР = Е ыы 


2 2 
Площадь тр-ка АОР = он НО 
Ре ай 
; 
Площадь тр-ка ВОС = о о ) Е 5 “ | 


Сумма площадей тр-ков АОР и ВОС равна + < е 


4 


й 
т (а -|- 5). Сравнивая это выражение с выражением площади 


трапеции, видим, что эта сумма есть половина выражения для 
площади трапеции. Следовательно, разность (наглядная) между 
площалью трапеции и ‘суммой площадей тр-ков АОР и ВОС есть 

тр-к ОСР, а численная разность эта равна половине площади тра- 
пеции. 

651. Пусть диагональ АС делит трапецию в отношении 3:7 
(АВР: АСР). Проведя СЁ параллельно АВ, мы получим парал- 
лелограм АВСЕ, который диагональю АС делится’ пополам 
(АВС=АСЕ). 

Цусть площаль тр-ка АВС равна Зх, тр-ка АСР — 7х; тогда и 
площадь тр-ка АСЕ равна "3х; следовательно, площадь тр-ка 
СЕР равна 7х — 3х --4х, а площадь параллелограма АВСЕ:` 
Зх-ЕЗх = бх. 

Искомое отношение площадей параллелограма АВСР и тр-ка 
СЕР равно бх:4х =3:2. 

652. Пусть АС =65, ВС=а 

В тр-ках АВС и КАЁ стороны АВ = АГ, АС = АК; сумма 
же углов ВАС и КАЁ равна 24, ибо сумма всех углов вокруг 
одной точки (А) равна 44, из них 2 угла ВАГ и САК прямые; 
следовательно, сумма остальных ‘2-х углов — ВАС и КАЕ — равна 
24. В таком случае, тр-ки АВС и КА равновелики. Чтобы дока- 
зать это, достаточно повернуть тр-к КАЁ вокруг общей вер- 


80 - | 
шины А так, чтобы АГ и АВ совпали; тогда АК примет поло- 
жение А/., на одной прямой с АС (согласно обратной теореме 
из геометрии: если два угла имеют общую вершину, общую сто- 
рону и сумма их равна 24, то и другие две стороны лежат на од- 
ной прямой). 

Тр-ки АВС и АВГ, имеющие равные основания (АС = АК = 
— А/,), лежащие на одной прямой СГ, и общую вершину В (сле- 
довательно, и общую высоту), равновелики. 

Подобным образом можно доказать, что и тр-к МВМ рав- 
новелик тр-ку АВС. 

Тр-к же РСЯ равен тр-ку АВС, ибо катеты у обоих равны 
соответственно: ЕС = ВС и С9 = АС. 

Итак, площадь 6-угольника, РИМЕКО состоит из квадратов 
РМЕС = а*, ОСАК = 2, АВМЕ. = АВ? = а? -| 6? и 4-х равновеликих 
тр-ков (МВМ, АГК, РСЯ и АВС), сумма площадей которых равна 

[22 
учетверенной площади тр-ка АВС, т.-е. 4. Не — = 246. 

Итак, искомая площадь равна: а? - 6? -| (а? - 62) + 2аё = 
= 2(а2-- а» -{'6?). 

Правило. Два тр-ка, у которых две стороны одного равны 
двум сторонам другого, а углы, заключенные между ними, в сумме 
равны 24, -равновелики. 

2653. На тр-к АВС со сторонами АВ =12 см, Аб =28 см 
наложим тр-к АДЕ, имеющий равный с тр-ком АВС угол А (как 
показано на чертеже), а стороны АР =21 см, АБ = 24см. 

Площади 2-х тр-ков, имеющих по равному углу, относятся, 
как произведения сторон, заключающих этот угол. Следовательно, 
площади тр-ков АВС и АРЕ относятся, как АВ.АС: АР.АЕ =\ 
== 12.28:21.24=2:3. 

654. Пусть АВ=а, ВС =6; АР = 0,2. АВ='/;а, следова- 
тельно, ВО = АВ-+ АР =а- а = ‘а; СВ`= /,ВС =*/35, следо- 

‘вательно, ВЕ = ВС + СЕ = */.6 = 3/6. 

Площади тр-ков АВС и ДВЕ, заключающих общий угол В, 
относятся, как произведения сторон, заключающих этот угол (из- 
вестная теорема). Следовательно, отношение площадей тр-ков 
АВС; ОВЕ = АВ.ВС: ВО.ВЕ =а.6:‘ ва. = 1:2. 

655. Пусть ВР — биссектриса угла В, т.-е. Д АВР = С ОВС. 

Опустим высоту ВЕ на сторону АС. 

Площадь тр.ка АВД -- О тр-ка ВОС = т отно- 


РАВ ВВ 
шение площадей тр-ков АВО: ВОС = : 5 а =АР: ОС. 


} 


и, 


| 


О, в 


асов. дааа Я 


и ы 


На основании теоремы: „площади 2-х тр-ков, имеющих по 
равному углу, относятся, как произведения сторон, заключающих 
этот угол“. имеем (ДХ АВР = Д РВС): отношение площадей тр-ков 


АВР ВОС = АВ.ВР:ВС.ВО =АВ: ВС. 


Сравнивая оба выражения для отношения площадей тр-ков 
АВР и ВРС, находим: АВ: ВС = АР: ОС. 


656. Примечание. Достаточно увеличить в и раз только 
2 стороны, чтобы и третья сторона увеличилась в и раз. 

Имеем теорему: „если 2 тр-ка имеют по равному углу, за- 
ключенному между пропорциональными сторонами, то такие тр-ки 
подобны“, т.-е. и третьи стороны пропорциональны. Значит, если 
2 стороны увеличить в И раз. то и третья сторона увеличивается 
вл раз. Пусть 2 стороны АВ и АС одного тр-ка АВС будут аи 
5; тогда в измененном тр-ке АДЕ соответственные стороны АР и 
АВ будут 4а и 46. 

Так как площади 2-х тр-ков, заключающих равные углы, от- 
носятся, как произведения сторон, заключающих этот угол, то 
искомое отношение будет АВ. АС: АР. АЕ =4а. 46: аб =: 16, 


В случае увеличения сторон в 5 раз, имеем отношение 
5а.56:а.6 = 95. 


657. Пусть сходственная сторона подобного тр-ка—х. Так 


как отношение площадей подобных тр-ков равно отношению квад- 
з 


х 
ратов сходственных сторон, то имеем отношение: —, =2, откуда 
| 5 
х=бУ2 -. 7,07... см. 


653. Так как средняя линия ДЕ тр-ка вдвое меньше основания 
пл. ВРЕ к. 1 
АС, то, обозначив РЕ =х, АС=2х, напишем: —— Фи Е 
пл. АВС (2х) 4 
(площади подобных тр-ков относятся, как квадраты сходственных 


сторон). $ 


659. Пусть КГ, параллельная основанию АС, делит пло- 
щадь тр-ка АВС пополам, т.-е. «площадь тр-ка ВК равна поло- 
вине площади тр-ка АВС. Вследствие параллельности сторон АС 
и КИ, тр-ки АВС и ВКГЕ подобны. Искомое расстояние ВЕ най- 
дется из пропорции: ая ео ‚ так как площади подоб- 

пл. АВС. В0* 
ных тр-ков пропорциональны квадратам сходственных высот. 
Обозначив высоту вр через Ий и зная, что отношение площадей. 


КВЁ и АВС равно 1], перепишем пропорцию так: : = 5, или 
23 В ДЕ 2 ЧЕ, [РЫ х 
и 5 — р › Откуда Е ОН = 0,7А (прибли | 


зительно). 

660. Пусть ВР: РЕ:ЕА=2:3:4. Обозначим ВР = 2х, 
‚ РЕ = Зх, БА = 4х. Следовательно, ВЕ = ВО+- РЕ! = 2х + ЗХ = 5х, 
АВ = ВР-+-РЕ-+ЕА = 2х - 3х + 4х = 9%. 

Тр-ки АВС, ЕВЗ и РВЕ подобны между собою. Так как 
площади подобных тр-ков относятся как квадраты сходственных 
пл. РВЕ _ (2х? 2.04 
пл. РВЗ {8 (25 
площадь ЕВС = 25у. 


сторон, то: ‚ Пусть плош. РВЕ = 4у, тогда 


ыы т Я ЖЕ :: - Если РВЕ = 4у, то площадь АВС = 81у. 
пл. АВС (9х) 81 
Очевидно, площадь трапеции РЕСЕ будет 25у — 4у = 21у; 
площадь трапеции АЯСС = 81у — 25у = 56у. 
Итак, площадь тр ка АВС разделилась на части в отноше- 
нии 4у:21у:56у, или 4:21:56. 


661. Пусть ВР: АР =5:3; т. к. ее ‚ То, составив 
Вр 5 
АР-ВР — З+5 р 
производную пропорцию ет Ре перепишем ее: 


-- = - . Тр-ки АВС и ОВЕ подобны (АС | РЕ). Площади по- 
добных тр-ков относятся, как квадраты сходственных сторон, Сле- 
` пл. АВС А 8 64 | 
довательно, — = = = —_‹: Пусть площадь тр-ка 
ПИ ВЕ ВД" 5925 . 
АВС содержит 64х, площадь тр-ка РВЕ —25х, тогда площадь 
трапеции АДРЕС — разность 64х—25х = 39х. По условию, пло- 
щадь АРЕС—пл. ВЕ =39х- 25х= 14х=56 см*; Отсюда х=м/и=4 см. 
Искомая площадь АВС == 64х = 64.4 =256 см. 


662. Пусть параллельные РЕ и ЕС делят площадь тр-ка на 
части так: ВЕ: РЕБС: АБСС = 9:55 : 161. Очевидно, соотношение 
площадей тр-ков ВОЕ: ЕВС: АВС = 9: (9 | 55): (9 + 55 -{ 161) = 
= 9:64: 225. Так как тр-ки РВЕ, ЕВС и АВС — вследствие па- 
раллельности прямых. РЕ, НС и АС — подобны друг другу, то’ 
имеем: пл. ОРВЕ:пл. ЕВС:пл. АВС = ВД*: ВЕ*: АВ* =9:64:225, 
откуда ВО:ВЕ: АВ =3:8:15. 


89 — 


Следовательно, если ВО= 3х. ВЕ =8х, АВ=15х, то РЕ=ВЕ — 
—ВР=8х -Зх=5х; АЕБ = АВ— ВЕ = 15х-— 8х = 7х. Соотношение 
отрезков: ВР: ОЕ: АЕ = 3х: 5х:71х=3:5:1. 


663. Площади одноименных многоугольников относятся, как 
квадраты сходственных сторон, радиусов или апофемо. 

1) Пусть радиус данного круга 7х; это и есть радиус внутрен- 
него тр-ка и апофема внешнего. Радиус правильного тр-ка вдвое 
больше апофемы; значит, радиус внешнего круга равен двойной 
его апофеме, т.-е. 27. Отношение площадей правильных одно- 
именных многоугольников равно отношению квадратов их ради- 
усов, т.-е. к. В 

(Ока 

2) Пусть радиус круга 7. Значит, сторона вписанного ква- 

драта —”И 2, сторона описанного квадрата —27. Отпошение их 


= т ра, 1 
площадей равно отношению квадратов сторон: ( ие = 


3) Пусть радиус данного круга’ т. Апофема правильного 


УЗ 


2 (как высота правильного тр-ка со сто- 


роной 7), апофемой же описанного 6-угольника будет г. Отноше- 
ние площадей правильных одноименных многоугольников равно 


отношению квадратов апофем: (758) :в= т 


б-угольника равна 


664. Отношение площадей подобных многоугольников равно 
отношению квадратов сходственных сторон или периметров. 


Следовательно, отношение площадей этих многоугольников 
равно: 22:52:43 = 4:9: 16. Пусть площади их будут 4х. Сх и 16х, 


/) 
тогда имеем: 4х -{ 9х -{ 15х = 29х = 232 ма, откуда х = о. = 8 м2. 


Искомые площади будут: 
4х =4.8 = 32 м?; 9х =9.8 = 72. м%; -15х = 16.8 = 123 м’. 


665. Площади подобных многоугольников относятся, как квад- 
раты сходственных сторон. В отсеченном параллелограме И 
очевидно, ЕЁ будет большей стороной. 

Пусть АВ=2х, ВС=3х. Отношение площадей АВСР: АВЕЕ = 
=ВС? АВ? = (2х)? : (2х =9:4 Если АВСРО обозначить через ©х, 
то АВЕЕ = 4х, а ЕСРЕ = АВСР— АВЕР = °х —4х = 5х. 

Искомое отношение площадей АВЕ: ЕСОЕ = 4х: 5х = 4:5. 


- 


И 


666. Пусть параллельная ЕЕ делит трапецию АВСР на две 

по й"5ные трапеции ЕВСЕ и АЕРР. 

Площади подобных многоугольников относятся, как квадраты 
сходственных сторон. В трапеции ЕВСЕ меньшее основание 
ВС = а, большее ЕЁ; в трапеции АБЕЛР меньшее основание ЕЛ, 
большее АД = 5. 

Имеем пропорцию (сходственные стороны пропорциональны): 

Иа Е или ЗИ 8 ‚ откуда ЕЁ = уаё: 
ЕЕ Ар ЕЯ 6 
Напишем отношение площадей: 
пл. ЕВоЕа В аа. 
пл. АВЕР. ЕЁ @ 6 


667. Пусть Е, Е, С, Н — середины сторон параллелограма 
АВСР, площадь которого обозначим Р. 

Полученный 4-угольник КЕМ действительно параллело- 
грам: ВН\ЕР, ибо ВЕ равна и параллельна НД, следовательно, 
и ВН равна и параллельна ЕР. Подобным же образом доказы- 
вается, что и ЕС! АС. 

Площадь параллелограмма ВНРЕ, основание которого 


Нр’= А а высота равна высоте параллелограма АВСР, равна 


половине площади параллелограма АВСР, т.-е. 


Пусть основанием искомого параллелограма КГММ будет 
КМ = х. Рассматривая подобные тр-ки АВ№М и ЕВК (ЕК 1 АМ), 
видим, что ВЕ = АЕ, следовательно, и ВК = КМ = х; рассма- 


тривая подобные тр-ки ВКС и 2ГС, видим, что ЕС = =, сле- 


ВК. ох 
ао 

Трапеции ВЕРГК и НММРО равны, о равенства. сто- 
рон и углов (доказать нетрудно). 

Параллелограм ВНДОЕ разбивается на 3 части: искомый па- 
раллелограм КГММ, площадь которого равна КМ№.А (считая 
условно высотой И) = хи, и 2 трапеции, равные между собой, пло- 
вк + ВЕ и 

2 


довательно, и ЕЁ =. 


щадь каждой из которых, напр., ВРЕК равна 


х-- —_ 
Ир РЁ а сумма площадей обеих — [ж 2} 


а. 


г в 
Итак, площадь параллелограма ВНЕ равна 5 и выража, ся 


суммой хй -|- (* + > № Напишем ур-ие: \ 
ВР х я 
= ХИ (х = — И, откуда хй = 
ое о 5 


Примечание. Нам требуется найти площадь, выража- 
ющуюся формулой хй. Поэтому, не определяя отдельно х и И (что 
иногда и невозможно), находим сразу более сложную, но нужную 
нам формулу, чем упрощаем себе работу. 


66$. Пусть продолжения боковых сторон трапеции АВС. 
пересекутся в точке Е. По условию, площади тр-ка ВЕС и трапе- 
ции АВСР равновелики; следовательно, площадь тр-ка АЕД вдвое 
пл. ВЕС. 1 
пл. АБР. 2 
тр-ки ВЕС и АЕР подобны (ВС! АР), а потому их площади бу-_ 
дут относиться, как квадраты сходственных сторон ВС и АД, т.-е. 

пл, ВЕС _ ВС? ВС* 1 ВС 1 


Л ГР: ) а потому з см ФУ | ИЛИ =- = 
пл. АВР АД? Ар 2 Ар из 


больше площади тр-ка ВЕС. Следовательно, ; но 


669. Пусть в тр-ке АВС проведена прямая РЕ, так что 


3 
р: ыб- площадь же тр-ка ВОЕ относится к площади трапе- 
ции, как 3:22; если обозначить площадь тр-ка ВОЕ через Зх, то 
АРЕС будет 22х, а площадь тр-ка АВС = 3х + 22х = 25х. 

Если бы ДЕ была параллельна АС, тр-ки ВРЕ и АВС были 
Эхе 


25х 


° (Вр\ | 
квадрату отношения сходственных сторон, т.-е. = Обозна- 


3 
бы подобны и отношение их площадей т равнялось бы 


чив ВО через.Зу, РА = Ту, а. значит, АВ=ВР ++ РА=Зу + Ту=10у, 
2 Г 2 
апишем = = ЗУ = ше . Так как и ы „ прямая 
АВ 10у 100 х25` 100 
ОЕ не параллельна АС: 


Площади тр-ков, имеющих по равному углу, относятся, как 
произведения сторон, заключающих этот угол. Значит, площади 
тр-ков АВС и ВРЕ относятся, как АВ.ВС:ВО. ВЕ, или как 25:3 
(по условию). 


О 


и АВ.ВС _ 25 10у.ВС _ 25 
меем пропорцию: ——"“—^ = ^^, или -—^ ==, откуда 
Вр.ВЕ 3 Зу. ВЕ 3 
ВС — 3 Составим производную пропорцию: И А 
ВЕ 2. ВВ. 2 
ЕС 3 
или Е = 5, Т.е. сторона ВС разделилась на части в отноше- 


нии 2:3, считая от вершины. 


670. Разделим стороны тр-ка, на 3 равные части каждую, и со- 
единим между собой точки деления через одну; получим тр-к ЕР. 
Площадь этого тр-ка равна площади тр-ка АВС без площади 
трех тр-ков АРА, ВОЕ и ЕСЕР. 

Опустим высоты ВК и ОГ. 


Площадь тр-ка яве = = 4е. 9. 

Площадь тр-ка АДЕ = и но АЕ = : АС, РЕ= 
=1/. ВК (что выводится из пропорции на основании подобия 
тр-ков АРЁ и АВК: РЕ = с = 5 откуда РЁ = - ВК). Сле- 


довательно, пропорция перепишется так: 


ев АС 
Г 2 В 3 9 9 
Подобным образом можно вывести, что и площади тр-ков 
ВОЕ и ЕСЕ равновелики */, пл. АВС каждый. 


Искомая площадь = пл. АВС—3З.?/, пл. АВС =\/. пл. АВС. 


671. Пусть ВС—ббльший катет = 2) см. Проведем КД | АВ 
так, что площадь АВЕ =1/, плош. АВС. Надо найти длину от- 
резка ВГ, который обозначим через х. Прямоугольные тр-ки ВКС 
и АВС подобны, ибо у обоих общий острый угол В; из подобия 


их следует: = ка ИЛИ ее По условию, площадь тр-ка 
В С ОО р 
ВКТ: = ВЕ. = еее равна половине площади АВС = ис: ня 
^ ол ] 
= а ее : : ый или х.КГ = 10АС, откуда 
2 2 97 2 
СЮ х 10 
о =—, Итак, = —- м =: 200;. 
т так ей ИЛИ откуда 


х = У20 = 14,14... см 


— %3— 


672. Пусть катет АС = 3х, катет ВС = 4х, Тр-ки АСР и ВСВ 


подобны, ибо стороны углов их (напр., РАС и ВСР) взаимно пер- 


В 


пендикулярны. Площади подобных тр-ков относятся, как квадраты 
сходственных сторон; следовательно, 
пл. тр-ка АСО:пл. тр-ка ВСР = АС; ВС* = (3х}: (4х) = 9:16. 

Пусть площадь тр-ка АСР =9у, пл.тр-ка ВСР = 15у; тогда пло- 
щадь тр-ка АВС = 9у- 16у = 25у. 

По условию, разность площадей тр-ков ВСР и АСР равна 
84 см, т.-е. 16у— 9у = 84 см? откуда у= 12 см. Искомая пло- 
щадь тр-ка АВС = 25у =25. 12 = 300 см?. 

673. Пусть РЕ! АС, БЕ! ВС и ВО:РА =т:и. Обозначим 
ВР через тх, РА — их; сторона АВ = ВО -- РА = тх + их = 
= (т -- п)х. Тр-к ВРЕ подобен тр-ку АВС; отношение их площа- 
дей равно отношению квадратов: сходственных сторон: 


пл. ВРЕ _ В — теж Пт. 
пл. АВС ВА ^ (т Е п)? т -- п). 
пл. АРЕ. _ А _ 7х? и 


Точно так же “^^ ое на 

пл. АВС АВ (т - п) (ти 

Если обозначить площадь тр-ка ВОЕ через ”?у, тогда пло- 
щадь тр-ка АДЕ — ”?у, площадь тр-ка АВС — (т -{ п?у. Площадь 
параллелограма ДЕСЕ равна разности между площадью тр-ка 
АВС `и суммой площадей тр-ков ДВЕ и АДЕ, т.-е. площадь 
ДЕСЕ = (т -+ п)у— (т?у + »2у) =2тиу. 

Отношение площадей, на которые разделился тр-к АВС 
равно: 7и2у: изу: 2тпу = и: 8: 2тя. 

674. Пусть АС =2х, АВ = 3х. 

Так как (известная теорема) касательная есть средняя про- 
порционатьная межлу секущей и внешней ее частью, то: 

АВ = АО. АС, или (3х, = АР.2х, откуда АР =%\.х, 

Площади тр-ков АВО и АВС, имеющих общий угол, отно- 
сятся, как произведения сторон, заключающих этот угол: 
пл. АВО:пл. АВС = АВ.АР:АВ.АС = АБ: АС =?]|.х:2х =9:4. 
Пусть пл. тр-ка АВР =9у, АВС = 4у; тогда искомая ‘площадь 
ВСР =9у—4у = 5у. Но, по условию, площадь тр-ка АВС = 2) см% 
Следовательно, 4у =20 см?, откуда у=5 см. Искомая площадь 
5у =5.5 = 25 см?. 

675. Пусть дуга АВ = 12); тогда хорда АВ — сторона пра- 
вильного вписанного тр кя и равна ху 3 (считая г— радиус опи- 
санного круга). Хорда СР, стягивающая дугу в 96°, есть сторона 
вписанного квадрата и равна’ 2; . 

отношение АВ: СР =тИ/З : И 2 =УЗ:и2. 


#! 


бы 


Тр-ки АВМ и СОМ подобны, так как / А = ДС, как вписанные, 
измеряющиеся оба половиной дуги ВБ;также равны и углы АВСиАОС. 
Площади подобных тр-ков АВМ и ОСМ относятся, как квад- 
раты сходственных сторон: 
пл. АВМ ЯН 3. 
пл. РСМ 62 2 

Пусть площадь тр-ка АВМ = 3х, площадь тр-ка ДСМ = 2х; 
сумма этих площадей Зх -- 2х = 5х = 100 см?, откуда х =20 см?. 

Искомые площади тр-ка АВМ = Зх = 60 см, тр-ка РСМ = 
= 2х =. 40. см, 

- 676. Пусть радиус окружности 7. 

'`Хорда СВ, стягивающая дугу в 60°, равна а, = 7; хорда АС, 
стягивающая дугу в^180° — 60° = 120°, равна а, = ИЗ. Опустим 
перпендикуляр СЕ из точки С на диаметр. Величина его найдется 
из сравнения 2-х выражений для площади прямоугольного тр-ка АВС: 

р: 8 _ н 2х. А ПИ и. и ОВ те ЗА 

(Можно также определить СЕ из. прямоугольного тр-ка и 

где гипотенуза АС туз. 3, а ДА= 30°, так как т поло- 


виной дуги ВС, равной 60°. По зад. 67, С(Е = ="). 


Касательная СР определится из баны тр-ка ЕСР,- 
у которого угол ДР измеряется полуразностью дуг АС и ВС, 


а =” — 30°. По зад. 67, Ср = аи =ууЗз. 
Следовательно, АС = СР. 
АР.СВ 
Площадь АСР.= ОНА АВ.СЕ;} из прямоугольного тр-ка 


АСЕ, у которого ДА = 30°, определим катет — 
Ари ОЕ БО 
2 2 2 
Следовательно, площадь тр-ка АСР = АБ.СЕ = 
= 3/7. “]а7 УЗ Е 
Площадь тр-ка РСВ равна разности площадей тр-ков РСА 
АСоВО ТУЗ. ИЗ. 
Е О Е 
тому и. тр-ка ДРОВ = пл. АСР —пл. АСВ = У 3 — 


и АСВ. Площадь тр-ка АСь 


А = РИ 3. Искомое отношение площадей тр-ков РСВ и 


р о Е 3 = 133. 
АСР равно ту > у’ 3 


АА. 

677. Пусть площадь тр-ка ВРЕ = Р. 

Тр-ки ВРЕ и АВС подобны, и площади их относятся, как 
пл. тр-ка ВРЕ''Р вр* 


квадраты сходственных сторон: - = = 1% 
р пл. тр-ка АВС [©] АВ* 


= . (длина ВР ви раз меньше АВ). Отсюда Р = Ной 
и И 


Сумма площадей прямоугольных тр-ков, отсекаемых от каж- 
дой полосы, равна площади верхнего тр-ка ВДЕ, т. к. тр-к, напр., 
КОМ = тр-ку ОВР, атр-к ЕГМ = тр-ку ОВЕ (КР = БМ, ЕЁ = ВЕ, 
а углы их, вследствие параллельности оснований, также равны). 

Всех пар тр-ков— и, значит, сумма их площадей равна 
п. @ 

и? п” 

Искомая сумма площадей прямоугольников равна разности 
между площадью тр-ка АВС и суммой площадей отрезанных 
9 @Чи—| 
И п 
675. 1) Радиус внутреннего 6-угольника равен апофеме 
внешнего. | 

Пусть радиус внешнего 6-угольника —7, тогда апофема его 
равна 1]ьгУ 3 (как высота равностороннего тр-ка со стороной 7); 
- следовательно, радиус внутреннего б-угольника равен */.7 УЗ. 

Площади правильных одноименных че Био отно- 
сятся, как.квадраты радиусов. 


тр-ков, т.-е. @ — 


Следов., искомое отношение: 7; | у 3) = 5: ее 4: 

2) Тр-к АА,Е — равносторонний, т. к. ке как 
вписанный, опирающийся на дугу СЕ = 120°, а ВЕ, параллельная 
СЕ, отрезает от равных сторон АС и АЕ равные части АА, = АА.,. 
Следовательно, АА, = А.Е, = А.В, 

Подобным образом и В,С = А,В,. 

Следовательно, сторона внутреннего 6-угольника. А.В, =1 АС; 


0 АС=а, =гУЗ, а потому А.В, = АС = —. 

Сторона 6-угольника АВСРЕР равна 7. 

Отношение площадей правильных одноименных многоуголь- 
ников равно отношению квадратов радиусов; следовательно, иско- 
мое отношение равно А 

А, В: АВ = Пе :® = т = Ея 

Это можно доказать и нарлядно. 


К ИН 


Соединив центр О с вершинами А,, В.. С,, 2, Е, В, ра- 
зобъем всю фигуру на 18. равновеликих тр-ков. В самом деле, 
тр-ки, напр., АА,Е, и АА,В имеют равные основания Е.А, = А,В 
и общую вершину А (значит, и общую высоту), следовательно, 
они равновелики; тр-ки АДР, и А,Е.О равны, так как все сто- 
роны этих тр-ков равны каждая стороне внутреннего 6-угольника. 

Внешний 6-угольник состоит из 13 тр-ков, внутренний из 6. 
Слеловательно, площадь внутреннего б-угольника равна ‘/: = 
=1/; площади внешнего. 

679. Искомый тр-к ВМС — прямоугольный. В самом деле. 
Угол ЕСР равен углу ЕВС, вследствие равенства прямоугольных 
тр-ков ЕСО и ЕВС. Пусть { ЕСР = Д ЕВС = а. Угол ЕСВ ра- 
вен Д ВСР — { ЕСД = 90° — а. Рассматривая тр-к` ВМС, видим, 
что сумма углов МВС и ВСМ равна а -| (90° — а) = 90°. Следова- 
тельно, 3-й угол ВМС равен 180° — 90? = 90°, т.-е. ВМ 1 СМ. 

Пусть сторона квадрата АВСР равна а, тогда площадь его 
равна а?. 

‚ прямоугольного тр-ка ВСВ, у которого. т 5$ =а, 


х 


СЕ = >, находим: ВВ = У ВС*- СЕ — И®+ и. > И5 5; 
2 
ВМ = ВС? = ИЕ ее (зад. 339); СМ = вс. е_ 
ча т / ВЕ _ 
5 И5 
АЕ ет Площадь тр-ка ВСМ =: ты = 
ГО У5 2 
В НИ Искомое отношение площади квадрата 
о тиЬ СУБ я 
к площади тр-ка ВМС равно 93 ны 


о 5 

689. Площади тр-ков АВР и ВОС, имеющие общую высоту 
ВО, относятся, как основания АД: ДС = 18 см`7 см = 18:7. 

Пусть площадь АВД = 18х, площадь ВРС = 7х, площадь 
всего тр-ка АВС равна 1&х -{ 7х = 25х. 

Проведем перпендикуляр КГ, делящий площадь тр-ка АВС 
пополам, т.-е. площадь АКГ равна половине площади тр-ка АВС 
25 
Я 

Тр-ки АВР и АКГ подобны, вследствие параллельности пря- 
мых КЁ и ВД. Площади подобных тр-ков относятся, как квадраты 
сходственных ст..рон. Пусть искомая \ АЛ. = у, тогда 
пл. АВР: пл. АКГ = АД: АЯ, или 15$х:?].х = 15%:)?, откуда 
у? = 225, или у = 15 см. 6 


и выражается */,.25х =. 


ФТ, 1 


681. Пусть АВ =х, ВС = 3х. 
АВ _ АР _ № 1 
РС Вс. (3 9 
(проекции катетов на гипотенузу относятся, как квадраты катетов) 
Из подобия тр-ков АВС и АРЕ имеем: 


РЕ Ар РЕ 1 3 
=——, ИЛИ = — ‚ откуда ДЕ = х. 
ВС АС Зх Г 9 10 
Из подобия тр-ков АВС и ОСЕ имеем: 
и или а = т откуда ДЕ = Е 
АВ АС’ х А дб 


Площадь прямоугольника ВЕРЕ =РЕ.РЕ=*/ вх. ох=7 ох. 
Площадь Тр-ка АВС = Пн: ЗВ И 
2 2 2 

Отношение площади тр-ка АВС к площади прямоугольника 
ВЕРЕ равно: *'/ 5х: 3/2 = 0,18. 

682. Пусть АРЕР — ромб, вписанный в тр-к АВС, согласно 
условию. Пусть АВ = эх, АС = их. Обозначим сторону ромба 
‚ через у. 

Тр-ки АВС и ВРЕ подобны, т. к. РЕ | АС. Из подобия этих 
тр-ков имеем: РЕ: АС=ВР: АВ; здесь РЕ = у, АС = пх, Вр=АВ— 
‚ — Ар =тх-— у, АВ = тх. Перепишем пропорцию: 

Е. али п) = тих, откуда у = аа 
их тх тп 

Соединим тбчки Ри В; ромб разделился пополам (диаго- 
наль всегда делит параллелограм пополам). Площади тр-ков АРЕ 
и АВС, имеющих общий угол А, относятся, как произведения 
сторон, заключающих этот угол. Итак, 
пл. АДЁЕ: пл. АВС=АД.АЕ: АВ. АС=у.у: тх.пх= 


вы этих, Е т АВЕ ве . х2 и ИИ _ 
= „АВС. \т+п/ ти’ 
2, пл. РЕ 2ти пл. АРЕС _ 2тл. 


или - 
_ пл. АВС ти’ пл. АВС (ти 
683. Площади АВР и РВС, имеющие по равному углу 
(ДАВРО = ДЬВС), относятся, как произведения сторон, заклю- 


чающих этот угол: 
пл. АВР _ АВ.ВР _ АВ _с 


пл, РВС  ВР.ВС ВС а | 

Обозначим площадь АВД = су, площадь ДВС = ау; тогда и 
площадь РЕРС=су, а площадь ЕВЕ = пл. РВС—пл.РЕЕС=ау—бу. 
Пусть искомая ВА = х. Тр-ки ЕВЕ и РВС подобны (ЕЁ | С), 
_ а потому площади их относятся, как квадраты сходственных сто- 


7 


ОВ Е 


пл. ВВ ВЕ ау—су № 
. Имеем: ——— = — ИЛИ =—-; По сокращении 
р пл. РВС ВС? ау 4? з 


получим х* = а(а— с), откуда х = У 


684. Пусть и - Опустим высоты ВЯиКР. | 
п 


‚ Площадь тр-ка АВС = ^<. = ‚ Площадь тр-ка АКМ = И ; 


но АМ = АС; о = АК р ие М составим про- 
т-Еи 7/9) АВ т Е п И 
изводную пропорцию: лена 8 САИ или т откуда 
дную пропор : АК. ы АК , 
ие. ). откуда КР =. ВО. 
АВ т-- п т г И 
Следовательно: - 
т и тя 
АКМ АС. . В йбаВО. 
ИЕ /: т- п ти 2(т Е п)? 
АКМ ти АС.ВО 
Отношение площадей =, АС. ВО; — = 
и „АВС тп» 2 


Е ‚ откуда пл. АКМ = пл. АВС. —"" 
(т -+ и}? (т-Е и 
Подобным образом и остальные тр-ки КВЁ и [МС выра- 
жаются так же, т.-е. все 3 тр-ка равны между собою. 
Площадь тр-ка КСМ равна разности между площадями тр-ка 
АВСисуммойтр-ков АКМ, КВЕ и [ МС, именно АВС-ЗАВС т } = 
< (т-н 
‘ т УВЕ р. рр 
— АВС [| НЕ авс ОИ Наими 
т ы (тп)? (ти 
Итак, отношение площадей тр-ков КЕМ и АВС равно: 
т? и — ти. ИЯ В 
АВС. —— : 
(т -- п (т + и 
685. Пусть ВР=А в точке В делится в среднем и край- 
нем отношении, при чем ВЕ =х есть ббльшая часть, а ВР=й--х 
есть меньшая часть. 


Имеем равенство: : = :: ‚или (й— х) = х2. приведем ур-ие 
х —х 


к виду х-- Их — 1? =0. Решив ур-ие, найдем х= > (И -—1, 


Ж р ее 
—- = Й — - | — = —— Ё, 
й—х р (И5 —1) : (3—5) 


Пусть площадь АВС = @, площадь ВКГ = 9. Тр-ки АВС. и 
ВКГ подобны, а ‘потому площади их относятся, как квадраты 
сходственных сторон или высот: 


й й @ 
а м ре Е Е 
ся : [5% о] откуда 9 ы У5) 


Выше мы разделили Й в крайнем и среднем отношении, 


ь Йй 
для меньшей величины й — х получили: з\ —И5). Следова- 


тельно, @ разделилось в крайнем и среднем отношении, при чем 
меньшей частью является верхняя—тр-к ВК. 

686. Пусть ВС =а, АР =, искомая линия — ВР. 

Продолжим боковые стороны АВ и СР до взаимного пере- 
сечения в точке М. 

Разность площадей МАР— МЕЕ равна площади трапе- 
ции АЕРР. 

Разность МЕР — МВС равна площади трапеции ВЕРЕС. Но 
трапеции АБЕР и ВЕРЕС равновелики. 

Следовательно, МАР — МЕЁ = МЕЕ— МВС(1). 

Площади подобных тр-ков относятся, как квадраты сход- 


к пл. МАР АД 62 


ственных сторон: =; составим производную 
пл. МЕЕ ЕР : . 


МАР— МЕЕ 5 —х 


2 
пропорцию: ИЕ Е Подобным же образом 


Е Уве = ‚@ и отсюда производная пропорция: . 
пл. МЕЕ Е. ют: 
МВС — МЕР _ “—^ „„МЕН— МВС _ ®—@ 
МЕЕ в. МБЕ 2. 

Сравнивая обе производные пропорции, видим, что в левой 
части числители равны между собой [согласно равенству (1}], 
а знаменатели одинаковы. Следовательно, и правые части равны, 
‹ 2 2 
именно: ик = —ы ‚ или 62 — х? = х2 — а2, откуда 2х? = а -- 2, 
а 2? 

р 

687. 1) Тр-ки АВР и АСР равновелики, ибо основание АР у 
них общее, а высоты ВК и СЁ равны. Если из АВР вычтем пло- 
щадь АОД, получим боковой тр-к АОВ; если же из равновеликого 
тр-ка АСД вычтем тот же тр-к АОР, то получим боковой 
тр-к СОР. Следовательно. тр-ки АОВ и СОР равновелики. 

2) Пусть ВС =а, Ар=6, КЕ=й. 

Если из площади трапеции АВСР вычесть площади тр-ков 
ВОС и АОР, то получим искомую сумму площадей тр-ков АОВи 
СОР. Тр-ки АОР и ВОС подобны, ибо ДСАР = Х АСВ, ИВРА = 
= Д СВР, как накрест лежащие. Из подобия тр-ков имеем: 


откуда х = 


ТОО = 

ОК ВС: а 

= _ =__; значит, высота Йй делится в отношении а:6, 
ОГ АВР В 
ао Ад 

а-ь а 
р 
Площадь тр-ка ОВС = НИЕ СЕ: ый ; Пло- 
2 2(а--5) 2(а-- 5) 
АР. ОЕ 6.01 : 62й 


щадь тр-ка АОР = -; сумма площа- 


ов: ИРИНЕ 
й 2 2 2 1_ ра 
дей тр-ков ОВС и АОР равна "=. и = Ия 
2{а-+5) 2а-ь) 2а-+5 
Сумма площадей тр-ков АОВ и СОР равна разности пло- 
щади трапеции АВСР и суммы площадей тр-ков ВОС и СОР, т.-е. 


(би Ща ни) _ (ао ее _ ат 


2 2а+5) 2а+5) ха Ь 


688. Г) Как видно из зад. 687, площадь бокового тр-ка равна 


1 ай 
. _; площади же тр-к.в при основании равны: 


2 а-фё 
С | ай р ен: 
2а+65) 2а+9’ 2 а 2а+0 ж-+5 


что и требовалось доказать. 


2) Как видно из зад. 687,, сумма плошадей АОР и ВОС равна 
2 

выл % площадь трапеции АВС = ее пы ь 

2(а- 5, 2 


Искомое отношение: ыы : МЫ, 
2 (а-+5) 2 (а 5} 


689. Пусть АВ — сторона правильного вписанного п7-уголь- 
ника, Проведем апофему ОС и продолжим ее до пересечения в 
точке Е с касательной, проведенной из точки А. Соединим хордой 
точку А с точкой ДР пересечения продолженной апофемы с окруж- 
ностью. 


1 
Площадь ОАЕ есть г площади описанного п-угольника; 
п 


1 
площадь ОАС — ыы площади вписанного я-угольника; площадь 
ыы 


, 4 
ОАр— 5 площади вписанного 2 - угольника. 
п 


Таким образом соотношение площадей этих трех тр-ков бу- 
дет и соотношением данных многоугольников. 
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Тр-ки АОБ, АОС и АОР имеют общую вершину А, а осно- 
вания лежат на одной прямой; значит, они имеют одну высоту; 


‚ следовательно их площади относятся, как основания ОБ, 


‚ ОС, ОБ. 


Тр-к АОЕ — прямоугольный, и ОА есть катет, а катет есть сред- 


_ няя пропорциональная между гипотенузой и проекцией катета, т.-е. 


02° =ОЕ‹ ОС; 
Но ОА = ОР, как радиусы; поэтому формула перепишется 


° так: ОД* = ОБ .ОС, но ОР есть основание тр-ка АОР, ОЕ основание 


о 


тр-ка АОЕ, ОС основание тр-ка АОС. Следовательно, площадь 
тр-ка АОР есть средняя пропорциональная между площадями 
тр-ков АОЕ и АОС или, что одно и то же, площадь 2и-угольника 
есть средняя пропорциональная между площадями описанного’ и 
вписанного И-угольников. 
ыы 
Определение в треугольнике: медиан, биссектрис 
и радиусов описанного и вписанного кругов. 


690. Пусть а, 2, с--стороны тр-ка, т. ть, т. соответствен- 
ные медианы. 
По формуле имеем: 
2-2 а 
Ма РЕ 


4 
2 8 
мт 2 —6 
4 
и 2-2 — 62 
. 4 


Сложив почленно эти равенства, получим: 
ты + ть - тг? 3 


та + ть тр = 3 (@ с), откуда Е И. 
р иода 
691. 1) По ‘формуле: т.” = м Ч, имеем: 
2.138 2.198 — 222 


т = = 144 см, откуда т =1 144 = 12см. 


р 
2) По формуле (см. п. 1), имеем: 


у Е 2% у55, 


ны и- ЗН ен =УПБ; 


и 
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692; Пусть сторона АС тр-ка АВС равна 26 см, медиана 
ее ВР = 16 см, а АВ: ВС = 3:5. 
Обозначим АВ через 3х, ВС — 5х. 
2 5 19 
По формуле для медианы: те = га о = ‚ имеем: 


си 2:(5%' 2. (3х) зв 


. Перепишем это ур-ие так: 
4 > ЗЕ. 
х = 25 см?, откуда х=5 см» & 

скомые стороны: АВ = 3х = 15 см; ВС = 5х = 25 см. 


693: Пусть катет АС = х, катет ВС = у; медианы ВК = т, 
АЁ =. } 

Гипотенуза выразится тогда: АВ = ух? -- у". Медиана гипоте- 
нузы равна половине гипотенузы. Для доказательства, опишем 
около прямоугольного тр-ка окружность. Гиподенуза АВ будет 
диаметром, точка М — центром окружности, а № ом медиана 
СМ — радиусом. Следовательно, медиана гипотенузы равна поло- 


вине гипотенузы и выразится так: “2 -- > у НУ. 

2 ига 
По формуле для медианы 7.7 = - = , имеем: 
. > а 2 2 / “2 

ВК? — 2В0*-- 2АВ— АС РЕ ра 2у- 2(х2- у?) —х = 
4 4 
4-х 
4 
2 2 
Подобным же образом и? = и т (2). 
р ‹ 2 2 
Сложив ур-ия (1) и (2) почленно, найдем: х* | у? = ий . 


5 


: 2 из 
откуда искомая медиана: '/, Их? -+ у? = и ры т, 


Примечание. Так как требуется отыскать выражение для 
формулы 1/, Ух - у?, то нет надобности находить порознь хиу. | 
Взглянув на ур-ия (1) и (2), замечаем, что х*- у? найдется сразу 
если сложить ур-ия (1) и (2) почленно. 


694. 1) Пусть в трапеции АВСР основания АР = а, ВС =6, 
Д ВАР -- 2 СБА = 90°. у 

Чтобы определить длину прямой КГ, соединяющей середины 
‚ Ки Г оснований, продолжим боковые стороны АВ и`РС до вза- 
умного пересечения в точке М. 
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Полученный тр-к АМР, очевидно, прямоугольный, ибо, по 
условию, Д МАР - { МВА = 90°. Если проведем медиану МГ, 
то она пересечет ВС, параллельную гипотенузе тр-ка АМС, тоже 
посередине в точке К, и, следовательно, совпадет с искомой пря- 
мой КГ. 

Искомая КГ = МР — МК. Но 2 „есть медиана гипотенузы 


АР и равна половине гипотенузы (зад. 693), именно 5, а МК — ме- 


диана гипотенузы ВС и равна >. Следовательно, КЁ = МЕ — 


Е. 
ей 2 
2) Пусть в трапеции АВСР основания ВС=9 сми АР=23 см, 
боковые стороны АВ =7 см и СР = И см. Прямая КГ — искомая, 
соединяющая середины К и Г оснований трапеции. 
Проведем ВМ!КГ и ВМ|СР. В тр-ке АВМ прямая ВМ 
будет медианой. В самом деле: АМ = АЁ — МГ = АЁ— ВК = 


:. АР 29 р ; трки ВММ и КЕР(КР|СР) равны между собой, 


так как ВМ = КГ, ВМ =КР, как отрезки параллельных между 
параллельными, углы же №МВМ и ГКР, составленные взаимно па- 
раллельными сторонами ВМ | КГ, ВМ КР, тоже равны между 
собой, а потому ММ = ЁР; но [ГР = [РРР =[О—КС= “> р 


ВС 


а ; следовательно, и ММ = ЁР = = ке 


и Таким образом 
АМ = ММ, т.-е. ВМ есть медиана, | 

В тр-ке АВМ стороны АВ=7 см, ВМ =СВ=11 см, 
АМ=АР— МР = АР— ВС = 23—9 = 14 см. 


252 268 — а2 
По формуле для медианы: т. = и т. ‚ имеем: 
2. АВЗ--2.ВМ*— АМ* _ „ /2.72-42.118— 148 
т = м УР и - = 6 см. 


695. Теорема. Квадрат биссектрисы равен разности между 
произведением сторон, заключающих разделенный угол и произ- 


ведением отрезков третьей стороны. 


Обозначим биссектрису АР=[!, АС=ь, АВ=с, ВО= 5 


‚’ ВС=Ь; тогда № = $6 Вс, 


Для доказательства, опишем окружность около тр-ка АВС; 
продолжим биссектрису до пересечения в точке Е с окружностью 
\ 
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и соединим точки Е и В. Тр-ки АБЕ и АОС подобны, т. к. 
С ВАЕ = Д САР (по условию), а ДЕ = / С, как вписанные, опи- 
рающиеся на. одну и ту же дугу АВ. Из подобия их следует: 
с:1 = АЕ:6, откуда $ =/.АВ, или 6 = (4-- ОВ) =2+1.РЕ; но 
1. РЕ = ВР.РС (произведения отрезков хорд,’ пересекающихся в 
одной точке, равны между Собою). Поэтому с =А-- ВО.ОС = 
=, откуда В = 6 — 6,с,., 
1) Пусть. отрезки стороны а=7 будут а=хи в =7-х. 


По теореме, т = г перепишем ур-ие так: 4х =21 — Зх, от- 


куда х = 3; ТЩ х=7—3=4. 
о приведенной формуле, /? = 66—65, =6.8—3.4 = 36; /=6. 
2) Пусть отрезки стороны а = 18 будут а, =хиё, = 18—х. 


По и и — — ; перепишем это ур-ие так: 4х = 90 —5х, 
откуда х = 10; 18—х= 18—10 = в 

По приведенной формуле, / = 66—66, =15.12--8.10=100; 
р= 10. 

3) Пусть отрезки стороны а = 39 будут а=хи т = 39—х. 
По теореме, в те = тя ; ур-ие перепишем так: 9х = 156 — 4х, от- 


куда х = 12; о — 21. 
По вышеприведенной формуле, № = 2 — 5.5, = 20.45—12.27= 
= 576; 1 =24. 
696. По формуле (см. зад. 695) [7 = ее имеем: 
242 =820.45 —6.с, откуда 6;с, = 20.45 — 24? = 324. 
5. Ь 


Кроме того, по свойству биссектрисы, = —; ИЛИ 
<: с 
9:20. 28 ре 4 
= =__. Решив ур-ия 6,5, = 324 и ^^ =-—_, получим: 
с 45 9 УР 1-4 с: 9 ’ у 


Ь, == 12, С1 = 27. 
697. Пусть АВ =4х, ВС =5х, АС = 6х. 
Ар 4 


Проведем биссектрису ВР. Тогда отрезки р =5’ г. 
сторона АС =б6х разделилась на части АР и ОС, при чем 
О ак О а оао 

4-5 {9 аси 4-5 9 Зах 


10 


По формуле (зад. 695), ВД = Ё# = 6 — Вс, = 4х.5х — - х. о х= о 


р 1 = Р- х. Таким образом, ВР = ОС, а потому 


9. 3 
Д.АСВ = (.ОВС = 1. /. АВС. 


В ле В *_ 5 
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698. Проведем биссектрису АР ={ угла А. Получившийся 
тр-к АВР равнобедренный, ибо ДАВО=1!|, Д ВАС = [ ВАР. 
Следовательно, АР = ВД = (. Кроме того имеем (зад. 695) № = 66 — 

у’ 
— В = 0—1 и 9 Ил 
Г РАО? 

Имеем ур-ия: 2 = 66—65 и - = ы ; из второго ур-ия опре- 

[а 


Ь у Ь 
деляем 2, =/. — и лодставляем в первое, получаем: /2 = 6с--—, 
С с 


или в(1 -- >. = с, откуда [= “Иъ =: я Искомая сторона 


ь ‘ЦО ре 

вс - ВС - Ыб“ И ЕЕ т. 
= ИБ(Ь + ‹). 

699. Пусть АВ = 80 м, СР = 24 м. 

Дополним сегмент до окружности и продолжим о высоту до 
пересечения в точке К с окружностью. , 

По теореме: „перпендикуляр, опущенный из точки окружно- 
сти на диаметр, есть средняя пропорциональная между отрезками 


диаметра“, напишем: 22° = РС.РОК, но АВ= — РС‘ =; 


ея 
РК =2Ю —й. Перепишем равенство: ы = й(28 — 1), откуда 


2 2 у 7 
а 4. 
8й 
Проведем к касательной АЕ в точку касания радиус ОА. В 


№ = 


прямоугольном тр-ке ОАЕ катет ОА = К, ОРр=К—й, АР = : 


Имеем. ОА? = ОЕ .ОР (зад 533) откуда ОЕ = АЕ „Пло 
РА Е ОРКОВ 
адь прямоугольного тр-ка ОАЕ равна либо 
® ОАЗАЕ = К. АЕ ‘ОЕ. Ар_ №.а а _ 
Е И Е. 2—1) ЩЕ 
у Ю.АБ аЕ* аЮ 
Следовательно, —^ = ие откуда АБ аа 
ха ту в 
а*- 41 
Подставив в эту формулу значение К = Е получим: 
сы № дат ? и 
| ' у И м и“ 


“ 
т 
х 


хз у 4 А № 2 А, {7 Лу р 4 
; : р к. у «: . . 
| * еж м. 


100. Проведем радиус ОК в точку К касания к касатель- 
ной ОС. 

Касательная КС равна ВС (зад. 158) = а. 

Обозначим отрезок КД через х, тогда искомая СР = КС-- 
+ КР =а-х. 

1-й способ. Прямоугольные тр-ки ОКР и ВСР подобны, 
как имеющие общий острый угол ДР. 

Из подобия тр-ков имеем: 


а ; но ОК =х, ВС=а, ОР = УОК* + БК? = 
ВС ср 
= и -+ хз; Ср=а-х. 
И у 
Пропорция перепишется так: ео Нав 


Га е-х? 
Возведем обе части ур-ия в квадрат: — = ; 
42 а-- 2ах- хх? 
после преобразований, ур-ие перепишется так: 2а7? = х(а? — 7), 
рат 
откуда х = И 


2 

Искомая СР = КС + КР =а-х=а- не. > а. (Е) . 
@—пт а—7” 

По подстановке числовых значений а = 12 см, г=4 см, получим: 


СР = 15 вм. 


2-й способ. Площадь тр-ка ВСР рассматриваем, как сумму _ 
площадей тр-ков ВОС и РОС. * 


Площадь тр-ка ВОС = 9:70 “. т 
площадь тр-ка РОС = и (97,4 с. 
о же этих ее площади тр-ка ВСР — 
равна т: а. ИЕ 


С другой стороны, площадь тр-ка ВСР равна: 


ВС. ВР _ ВС УСА ВС" аа в узы, 
2 2 2 2 
Сравнивая оба выражения для площади тр-ка ВСР, находим: 


5 (2а +х = ь Их(2а -- Х). Возведем обе части ур-ия в квадрат, 


| 
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(предварительно сократив знаменателя): 72(2а + х)? = ах 2а-х) 
Сократим на (2а -- х) обе части; 72а - х) = а%. 


2а” 
Решив ур-ие, получим х = 
а? — 7 
2а7? а? - 7 
Искомая СР =а+х=а =а- . По подста- 
з. к а*— 7? а — 7 


новке числовых значений а=12 см и ’=8 см, получаем: СР=15 см. 

301. 1) Соединяя центр круга О с точками касания ри Е 
на катетах АС и ВС, получим квадрат СВОЕ, так как Ор=оОЕ=и; 
углы же АСВ, ОРС и ОЕС — прямые; следовательно, и 4-й угол 
РОЕ — прямой (зад. 81,—сумма углов всякого '4-угольника рав- 
на 44). РС =ЕС (касательные, проведенные из одной точки, — зад. 158), 
а ЕС = ОР = г (отрезки ‘параллельных между параллельными); сле- 
довательно, РС = ЕС = 7. 

Обозначим ВС через а, АС через $ и АВ через с; ‘тогда 
а = В+ ОС = ВР - и, 6 = АБ+ ЕС = АЕ -#. Из этих равенств 
следует: Вр =а— 7х; АЕ =5—г. Но ВО =ВВЕЁ, а АЕ = АЕ, как 
касательные, проведенные из одной точки (зад. 158). Следова- 
тельно, ВЕ =а—*, АР = 6—7. Сложив почленно оба последние 
равенства, получим: ВЕ -- АЕ =а-+ 2 — 27; но ВЕ {+ АР=АВ=с; 


а потому с=а-- 6—2, откуда т = ие 
2) Гипотенуза равна 40? -{ 42? = 58 см. Радиус вписанного 
: 40-42 — -58 
круга равен (см. п. 1) —— —= = 12 см. 


Радиус описанного круга равен половине гипотенузы, именно 
38/,=29 см, ибо, описав окружность, увидим, что гипотенуза будет 
диаметром (прямой угол—вписанный—вмещает полуокружность). 

102. Примечание. Центр описанного круга лежит на пере- 
сечении перпендикуляров, восставленных изсередины сторон тр-ка. 
В тупоугольном тр-ке перпендикуляры пересекаются вне тр-ка, в 
остроугольном —внутри его, а в прямоугольном на середине гипо- 
‚ тенузы. Следовательно, задача сводится к определению вида тре- 
угольника (см. зад. 425). 

1) 10*>> 5* + 8*(100 > 89), следовательно, тр-к тупоугольный. 
_ Центр круга лежит вне тр-ка. 

2) 82 < 7 -- 564 < 74) — тр-к остроугольный. . 
` Центр круга лежит внутри тр-ка. 

3) 325? = 80? -{ 315? (105625 = 105625). Тр-к — прямоугольный; 
значит, гипотенуза служит диаметром, т.-е. ‘центр круга лежит 
`’на стороне тэ-ка. 
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103. Радиус х круга, вписанного в тр-к, определяется по 
формуле 5 = р”, где 5— площадь тр-ка, р — полупериметр _ 


5 
тр-ка, именно: х= —- 
р 
Радиус К круга, описанного около тр-ка, определяется из 
формулы 5 = р где а, 5, с — стороны тр-ка, именно: ® = т 
48’ ты 45 
1) Площадь тр-ка определяем по формуле: 
а р--с.о 13414-15 
5 Ир. пере НН а, 
значит, 5 = У2101— 13) 01 № (21—15) = У. 876-84. 
= 5 = 84 =4;: Ю = ас ИИ 13.14.1 = 8,125. 
24 4$ 4.84 | 
2) Площадь тр-ка определяем по формуле (п. 1), где 
15 + 13+4 . 
—\16;: 
2 
5 = И 16(16— 15) (16— 13) (16 —4) = И16.1.3.12 = 24. 
о 
р 16 45 4.24 
3) Площадь тр-ка определяем по формуле (п. 1), где 
т 35+ 29 8 _ 36: 
2 
5 = У36(36 — 35) (36 — 29) (36— 8) = УЗ36. 1.7.28 = 84. 
И 
р 36 45 4.24 
4) Площадь тр-ка определяем по формуле (п. 1), где 
и еИНЫ Г. 


2 
5 = И 88 —4)(8— 5) (8—7) = И8.4.3.1= И96. 
5 196 _ 4/6 _У6б НС. 5.1 235 
ЛИ реа = 
р 8 8 2 45 4у96 96 
104. Проведем диагонали АС и Ви высоту ВЕ. Если опи- 
шем окружность около тр-ка АВР, то окружность пройдет и че- 
рез вершину С. В самом деле. 2$ 
В равнобедренной трапеции острые углы (а также тупые) 
равны между собою. Если бы точка С лежала внутри круга, то, 
продолжив сторону ВС (параллельную 42) до пересечения с окруж- 
ностью, соединяем точку пересечения с точкой р. Во вновь = 


— 


‚У... 


= 


м; => 
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образованной трапеции (равнобедренной, ибо вписанные трапеции— 
равнобедренные) острые углы равны; в точке Р мы получили бы 
два „равных“ угла, из которых один является частью другого, что 
абсурдно. Так же докажем и невозможность для точки С положе- 
ния вне окружности. 


Радиус описанного круга определим по формуле А = 8 


2 а 
где 6 и с суть стороны тр-ка, а Й, — высота на 3-ю сторону. 


В тр-ке АВР сторона АВ ‘равна с, а ВР определится, как 
одна из равных диагоналей трапеции, по Птоломеевой теореме, 
а й. = ВЕ—из прямоугольного тр-ка АВЕ, где гипотенуза АВ = с, 

АЙ-ВС аи 


а Еее 


— — 


Имеем: аб + с.с = х* (считая ВР = АС = х), откуда 
Вр-х= Уаё + ©; 


ВЕ =У АВ? — АЕ* = -у=- Ее, У 4 (а— 65}. 


› 


Искомый А = о суав Е". ы 
21... У49- (а— 5 

205. 1-й случай. Пусть ВС =а. АС =Ь, и центр круга О 
лежит между ними. Проведем диаметр СР = 2К и хорды АД и ВР, 
которые определятся, как катеты, из прямоугольных а АСР 
и ВСР, а именно: 

АР = УС — АС = У4В — 62; ВР= УС2* — ВС? = У4— а°. 

По Птоломеевой теореме, имеем: ВС. АР -+- АС. ВР = АВ.СР, 
или а. И4Е? — 2-6. И4Б? — а* = АВ.2Ю, откуда искомая 
ау 4 — в 4 -— а? 
о 5 | 

2-й случай. Центр круга О лежит вне сторон а и 6. Про- 
водим диаметр СР и хорды ВР и АР. Формула (по Птоломеевой 
теореме) примет вид: АС. ВР -+ АВ.СР = ВС. АР, или 

5. /4Е— 42 АВ.2В =а. У4К*— 6, откуда 
аи4К — 6 — ВИ4Е — а. 
2Ю 

Подставив вместо а, и КЕ числовые значения 17, 10 и 10°] 
получим: с: = 21, с, = 9. 

106. Стороны подобных тр-ков относятся, как радиусы впи- 
санных (или описанных) кругов. 

Как видно из чертежа, радиус круга, описанного около дан- 
ного тр-ка АВС, будет и радиусом круга, вписанного в тр-к А: В,С;. 


АВ = с = 


. 


АВ = с. = 


— 110 — 


Определим радиус круга, описанного около тр-ка АВС со 


сторонами 10 см, 15 см и 20 см, по формуле: ® = те * Площадь 


тр-ка $ определим по формуле; = $ = Ирфр — а) (р — 6) — 5), 


р 


Бабе Аб 145 В, 4525 1505 15 / 
$ = —[(-=—10 —15) ‚--20 -иИ т. —=—-И 15. 
Е Е 15 ] 2’ 505 и 
Значит, Ю = 9 = мы = — 
45 7515 и15 
радиуса круга, вписанного в тр-к А,В,С.. 
Радиус круга, вписанного в тр-к АВС, определим из формулы 


см: 


. Это и есть значение 


5 = р’, откуда х = =. ‚ где 5 — площадь тр-ка, равная С и10 (вы- 
р 


числено выше), ар = и 9120.46 


2 2 
АВ 
= 15. 
В и: 
Если стороны ВС = 10 см, АС=15 см и АВ=20 см, то 


см. Следо- 


вательно, х = РИ С ИГ: 


# 
имеем пропорции: а т а в Аи ; подставив 
ВС й АС ’ АВ 7 
числовые значения ВС, АСи АВ, а вместо отношения й его выра- 
р 
40. $:05::16 ю 10.16 
жение: } 15= получим: В.С; =ВС.— = —— = 32 см; 
И15°6 у Бы й , 5 


ЕЕ и ВР В ОО 64 см, 
7 <) 7 5 

201. Так как АМ=АК, ВМ == ВЕ, СК = ОГ =!, СЬ=ОК=!и, 
то, обозначив отрезок АМ =т, ВМ =п, имеем: АС =АК--КС=т-". 
'ВС = ВЕ + СЕ =п+ и, АВ= АМ + ВМ =т+ и. Периметр тр-ка 
АС -- ВС АВ=т-у-+и-тг-т-+т=2(т-+п- ’)=2р, откуда 
туп =р. 

По Пифагоровой теореме, АВ? = АС*-- ВС®, или (т + п} = 
= (т -{ ›)? + (п + 7. Раскрывши скобки, приведем равенство к виду: 
тп =кт-+и-),= ри. Но рг есть выражение для площади тр-ка; 
значит, и 77 равна площади тр-ка АВС. 

$08. Пусть АЁ = АК =а, ВЁ =ВМ = В, СК =СМ =. 

По формуле, 5 = Ирфр— а)(р—5)(р—5). Так как периметр 
тр-ка равен 2а--28--2у (АК + АЁ- ВЕ + ВМ +СК + СМ), то 


— И — 


полупериметр р =а- 8-1; р а=а- +1 — ВС =а+8+1— 
— 8 Е =азоронтф = оч ВРУ -— АС = ан у а =В 
р—с=а--В +1 — АВ =а- 8+ у— (2+ =у. 

Следовательно, формула перепишется так: 

5$ =Ирр— а) р-р -9-У@а-+з+ 1.8.1. 

$09. Пусть в тр-ке АВС стороны АВ = 13х, АС = 14х, 
ВС = 15х. Проведем ММ | АС и радиус ОК в точку К касания 
стороны АС. Пусть высота ВР = Н, радиус вписанного круга — т. 

Тр-ки АВС и МВМ подобны; высота 

ВЕ = ВР ГР = ВОР-ОК =Н—и. 
Площади подобных тр-ков пропорциональны квадратам сход- 
ил; АВС В 
ственных высот; следовательно, ; составив 
пл. МВМ (Н—» „}’ 

пл. АВС -—- пл. МВМ _ 5 Н— 

пл. МВМ (Н — 7 
и заметив, что пл. АВС — пл. МВМ = пл. АММС, перепищем; 

пл. АММС _ 2—7. 
пл. МВМ (Н— х* 

Задача сводится к определению величин Н и г. Радиус т 
вписанного круга определим из формулы 5 = ри (где 
а-но-+с.. 13х- 14х--15х 


производную пропорцию: 


5=Ир(р—а)(р—5)(р—д, ар= . — = 21»), 
5) 
откуда г = -: 
р 
Имеем: 5 = И21х(@1х — 13х) (21х — 14х) (21х— 15%) = 
; 2 
= У21х.8х.7х 6х = 84х2. Значит, г = нь 4х. 
р 21х 
Величину Я найдем из равенства =, или“. = 8452, 


откуда Я = [2х. 

Итак." АММС _ 2Н7—п"`_ ;2Н —7) _ 4%(2.12х — 4х) а 
’ ‘пл. МВМ (НЬ—' (Н-т} (12х — 4х}? 4 
(или, считая от вершины В, пл. МВМ:пл. АММС = 4],). 


‚ 910. Биссектриса угла В одновременно является и биссек- 
трисой угла В,. В самом деле. Продолжив А.В, и В,С,, мы полу- 
чаем ромб ВКВ,Г, так как в этом параллелограме высоты (по 
условию) равны. Значит, биссектриса ВВ, разделит угол КВ,[., а 
потому и Д А.В,С,, пополам, т.е. является и его биссектрисой. 


м м 
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Подобным образом и биссектрисы углов А и С будут бис- 
сектрисами углов А, и С,‚, Следовательно, и центры кругов, впи- 
санных в тр-ки АВС и А.В,С,, совпадают. | 

Искомое расстояние ММ = ОМ — ОМ = х, — г, (обозначая че- 
рез т; и т, радиусы кругов, вписанных в тр-ки АВС и А.В,С,). 

Радиус 7”, круга вписанного в тр-к АВС, определяется из фор- 


$ =. УЗ" 
мулы 5, = р.’,, откуда 7, = 5, ‚ Где 5, = Ур (ра) (1—6) @—9, 


#1 
при чем р, = Е м 45 см; 
$, = И45(45 — 13) (45 — 37) (45—40) = У45.32.8.5 = 240 см; 
5$, (240 16 
= = —=—— См; 
р 185 3 


Так же определится и‚радиус круга, вписанного в тр-к А,В,С,, 


Та = 58. Площадь $, = р $: =! 6.240 = 15*см?. Периметр р» на- 
Р 
ходится на основании теоремы: площади подобных тр-ков про- 
порциональны квадратам периметров (или полупериметров). Имеем: 
с ТЯ 45 
ея ли =-_, откуда рр =—. 
5. Рё Г 4 
Итак, т, = а Е И. 
Ра 4 3 
Искомое расстояние т, — х, = '8/, —4/, = 4 см. 
чА1. Пусть ВС =а= 25, АС = = 30. Проведем биссектрису 
ВР. В тр-ке АВР углы ВАР и АВР равны, ибо, по условию, 
С В=2 / А; следовательно, Ар=Вр=т, рС= АС-АБ=Ь—т=30—т. 
Тр-ки АВС и ВОС подобны, ибо Д Су них общий, а 5 ВОС, 
как внешний, равен д А-- Д АВР = ДАТ, ДВ= ДВ. Из по- 
8: АС 25 30. 
добия их имеем: = -——_, или =^`—; последнее ур-ие 
РС ВС 30—т 5 
перепишем так: 30 — мт = '?°/, откуда т = 5/.. Следовательно, 
Ар = т = 3]; ВС = 
АВ Ар 
На основании свойства биссектрисы, напишем: ==, 
7.6) РС 
или АВ:25 = |: 1%], откуда АВ =с= И. Радиус круга, вписан- 


ного в тр-к, найдем по формуле г = Е (на основании равенства 
5 =р/), а радиус круга, описанного около тр-ка— по формуле 
абс : 

*45 


Площадь $ тр-ка найдем по формуле $ = Ур(р—а) (р--6) (р—5), 
ще рав е_ 25301 
2 2 
—‘33.8.3.22=132. 
ЩИ 
р 


=33; 5=133(33—25) (33--30) (33—11) = 


АНА: 51066, 
33 45 4 132 


Длина окружности и дуги. Площадь круга 
и его частей. 


В этом отделе для приближенного вычисления 


взято 
т= 3,14 и - = 0,32. 
112. По формуле, С = 2*К. 
11 С=ж.10 =2.3.14.10 = 62,8 см. 
2) С=2ж.15 =2.3,14.15 = 94,2 м. 
3). С =2%.35 =2.3,14.35 = 219,8. см. 
113. Из равенства С = 2*А имеем: АЮ = О 
рее да Роме, оо, Заеичы 
2 и ро 2 
= 16 см. 
Е аи 
2% Кане 2 


к- 4,75 _ 4,15 1 _ 4.75 
25 2 п 2 
114. 1) Длина окружности равна 27 и содержит 360°; сле- 


. 0,32 = 0,76 см. 


45 лу 
довательно, 45° соответствует дуге, равной 2ту = 


360 * Ч) 

24230' 24,5 49 
2) Какивп. 1. Дуга равна .2тх = -*-2мг= ди. 
ЕТ СТИ 


3) Как и ви. 1. Дуга равна ' 
5714/15" и 5.60.60 -+ 14. 60+ 15 и 419ту 


АНИ 360.60.60 т 14400 
915. 1) Имеем пропорцию: | 
1 #357 360/ 41 
— =, откуда-К = -— =. 
21 360° 25.135 З® 
2) Имеем пропорцию: 8 
1 10540’ 360? ./ 180. 601 » ^351. 
= -—_— , ОТК о. 
2=Ю 360? 38 =. 10540'— 


(10.60 40) 8= 


\, 
м у 
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3) Имеем пропорцию: - У откуда 
`.2=Ю 360° ’ 
в 36051 180.60.60./ 2160 / 
= ‚ или } 
2, 210550" ’ — 2210. 60. 60 + 50) _ 15121 
Ю \®) 9) 
716. Из пропорции Ш Ш. ^ ‚ находим х = о = п 
217` 360° 2х пу 
‚ 1807  180°. 45 810 № | 
НА СНА й 
пт п. 10 И : 
©] ©] ($) 
2) ВОР ие 72 | 
ти п. 15 т 
ИТАН у ь 190 и под- 
119. Из пропорции 5 360° › получаем; х = =ю 


ставим Р вместо [ и 0,31831 вместо не 


— 
. 


Имеем х = те 0,31831 = 180°. 0,31831 = 57917. 


Примечание. Угол, соответствующий дуге, равной ра- 
диусу, называется радианом. 

115. 1) Дуга, равная 60°, составляет '/, окружности; следо- 
вательно, хорда, стягивающая эту дугу, есть сторона правильного 
вписанного б-угольника, равная радиусу. Итак, г = а, а дуга равна 
24 21а та 

и ЬЗЕТИ 
2) Дуга, равная 90°, составляет '/, окружности; а хорда, стя- 
гивающая эту дугу, есть сторона квадрата и равна КУ 2. Следо- 
а 
у2 
есть `25® _ А _ таИ2. паУ2. 
4 2 р 4 

3) Дуга, равная 120°, составляет 1/, окружности, следова- 
тельно, хорда, стягивающая эту дугу. есть сторона правильного 
вписанного тр-ка и равна К УЗ. Следовательно, КУЗ = а, откуда 


в = 53. Искомая длина дуги равна ее = те — а: 


вательно, Ку 2 =а, откуда КВ = 


719. 1) Дуга в 60° составляет '/‹ окружности, т.-е. 


пЮ тю 31 
3 ; значит, З =/, откуда А = а Хорда же, стягивающая 
/ окружности, есть сторона правильного вписанного 6-угольника и 


равна К. Следовательно, искомая хорда равна‘ тоже ЗГ. 
п 


= а ` Искомая длина дуги. 
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2) Дуга в 90° составляет 1/, окружности, т.-е. =, или ы ; 


т 21 Г) 
значит, - 7 =/, откуда ИМ Хорда же, стягивающая дугу 
в 90°, есть сторона вписанного квадрата и р Ку2; а потому 
искомая хорда Юу2 = 21/2. 
2 
3) Дуга в 120? составляет : окружности, т.-е. т зна- 


чит, а |, откуда К = : . Хорда же, стягивающая дугу 


3 т 


1 
В 3 окружности, равна стороне правильного вписанного тр-ка 


и равна КУЗ; а потому искомая хорда КРУЗ = о 
#20. Составим ур-ие: 2=Ю — 2^ = 107 см. Отсюда 
И В т В 


2—1) 7231 МЕТ 2.2.14 
121. Длина окружности 2=К. Если в формулу вместо А под- 
ставим А -- т, получим 2*(К - т). Увеличение произойдет на 
2*(Ю + т) —21В = 2*т. 


122. Из формулы С = 2 определяем К = за 


2 
Внешняя окружность — 167 см, следовательно, радиус К = г : 
т 
радиус внутренней окружности ху = ыы . 
т 
Искомая ширина кольца: 
В А ИЯ 
2 2 2х т т 


123. Длина окружности 2*А; сторона правильного вписан- 
ного б-угольника равна ^Ю, периметр — 6К. 
Имеем: 21Ю — 6^ = Тсм или 2К(п — 3) = 7, откуда 2 = — ты 
\ п 
искомая длина окружности 


2Ю. = 7 = Зы Т ИЯ ='158 см. 


3” 3.14553. 2014 
124. Соединив концы хорды Аи В с центром О и с точкой 
касания О, получим ромб АОВР, ибо АО=ОВ=г,а Ар=Вр=а, = #. 
Радиус вписанной в сегмент окружности равен. 
СР _ 1.7 7 а искомая длина окружности —2 =.” = "7. 
2 ОЕ - 2 


Е 


Определим 7. Длина дуги в 120 составляет '!/, длины окруж- 
32 


— 
“ 


2п 


21 2’ 
ности, т.-е. РЕ Имеем: - к [, откуда г = 


Искомая длина окружности, вписанной в сегмент, равна 
пу ФЕИ 3/2 1778 
обе 
125. Пусть длина прямой = а, и разделена на и частей; каждая 


у а 
из этих частеи равна . Длина полуокружности равна тг; подста- 
И 


а та 
вив 5 вместо 7, получим длину одной малой полуокружности 5 , 
п 7 


- та та 
а для п полуокружностей - ЕЕ 
27 | 


Я та 
Длина же полуокружности, радиус которой р ‚ тоже равна р 


226. Описанный угол АРВ равен —= 60°, так как 


240° — 120° 
2 
одна из двух дуг, заключенных между его сторонами, равна 
360° —- 1207 == 2407, а 2-я дуга—данная—120°. Тр-к АРВ равнобед- 
ренный, а так как / Р = 60°, то—и равносторонний со стороной 
АВ = КУЗ „(принимая радиус окружности О равным К). 
Четыреугольник АОВС—ромб, так как АО = ВО =Ю, а 
АС = ВС = @ = К. В ромбе диагонали взаимно делятся пополам, 
| ое. 
следовательно, КС = те 
Высота КР равностороннего тр-ка АВР равна 
АВ КУЗ 3 
а И | 
Следовательно, высота РС равностороннего тр-ка МОМ равн 


Крон р и 
2 2 


Так как высота равностороннего тр-ка равна утроенному ра- 

диусу вписанного круга, то, обозначая радиус круга О, через т, 
Ю 

имеем СР = ^ = Зи, откуда г = т а длина окружности О, равна 


В 21. 


Но ик есть и величина дуги АСВ в 120°, т.-е, - окруж-. 


мости. 


— аи == 


12. Пусть радиус квадранта — К. | 

Соединим концы диаметра СР с точкой касания В.` Угол 
СЕР прямой, как вписанный, опирающийся на диаметр. Следова- 
тельно, 4-угольник ОСЕР имеет, очевидно, все прямые ‘углы; 
СЕ =ЕР и СЕ = ОР, значит, равны и все 4 стороны, т.-е. это 
квадрат. В квадрате диагонали равны и делятся пополам: значит, 
СР = ОЕ = К, т.-е. диаметр вписанного круга равен ^, а ра- 


диус ра Длина полуокружности равна 


1 1 тЮ 
Длина дуги квадранта равна я окружности: о = 25 . 
Итак, дуга квадранта равновелика вписанной в него полу- 
окружности. 
123. Опишем из точек О и О,, как из центров, дуги ради- 
усами ОС и О.С. Пусть Д КОЕ = а. 


Дуга МСМ, описанная радиусом ОС, равна т ь . Дуга КСЕ, 


2.00: 2. = 21.0С .а 3 


писанная радиусом О.С = ео авна = 
: АЕ ЕК 360.2 360 


Итак, дуги равновелики. 


*39. Длина полуокружности С = 5 И: и 


Длина а; =7ИЗ = 1,732...7, а, =7И2 = 1414...7; 
аз {+ а, = 3,146...7’. Степень точности — 0,01 при 2 десятичных 


знаках. 
130. Если катеты равны $/,:2Ю м то гипотенуза равна 


ву 8] Чу —^. 6.70828. 


3 2Юю 
Периметр такого тр-ка равен: -. . 2 + 5 2к + т 6,708... = 
ы (6-3 - 6.70828...) = 314164... диаметров; ‘окружность 


же составляет 3,14159... диаметров. 
131. Площадь К круга равна ®К*. 
1) К =тЕ? = 3,14. 10? = 314. см®. 
2) К =тК? = 3,14. 4* = 3,14.16 = 50,24 м?2. 
3) К = пЕ? = 3,14.2,5* = 3,14. 6,25 = 19,625 сме, 


А . 
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7 43%. Из равенства К =кА* определяем -/ : = и: К 


ро 


| У* -К=И0,32.2 = И0,64 = 0,8 см. 
2) к-т. к-у 5-4 м. 
п я 


3) ки Е К = 0:32. 17 =.2.31. обм 


133. 1) Из формулы С = 2тВ определим радиус К через 


С 8 4 
длину окружности: Ю = —— = = — См. 
2х 2 т 


Искомая площадь круга 
2 
ды т (=) = 16.16 0325.12. 0м* 


т т 
2) Из оборо К; = У определим радиус круга К через 


площадь круга: Ю = — = ки т.к -У = — . 18 см. 


Искомая длина окружности 2тА = 21. и: 2. 18 =2.Ут. 18= 


=613,14.2 = 15,072 см. 
134. Пусть радиус круга Ю; тогда сторона’ вписанного квад- 
рата равна КУ2, а его площадь (ЮУ?) =25?* = Е. Отсюда 


= -И У) 


Искомая площадь круга К = «А? — т: р 


Примечание. Из этого примера видно, что взятое в скобки 


Е 
выражение Ю® = и 2 для решения задачи излишне, что всегда 


желательно` предусматривать. 
135. Диаметр круга равен стороне описанного квадрата. 
Пусть радиус круга К; тогда сторона описанного квадрата—2Ю. 
Площадь квадрата — (2^)? = 4К?, площадь круга-жА?. По 

условию, 48? — «А? = 4,3 м’, или К 4— т) = 4,3 м“, откуда 


а _ 4,3: 430: 1163 з 
4—т 4— 3,14 0,86 
Искомая площадь круга тА* = Я = 150 20. 


Е 


г 
— — 


— 119 — 


136. Отношение площадей кругов равно отношению квадра- 
тов их радиусов (или квадрату отношения радиусов). Для пра- 
вильных многоугольников, —отношение площадей кругов, вписан- 
ного к описанному равно отношению квадратов апофемы и ра- 
диуса. | 

1) Отношение апофемы ОР правильного 3-угольника к его 
радиусу ОС равно 1:2 (радиус круга описанного вдвое больше 
радиуса вписанного в него круга). 

Искомое отношение — 12:22, или 1:4. 

2) Радиус описанного около квадрата круга ОА, равен 


‚4: : У2 (из формулы а =хУ2); радиус вписанного в квадрат 
\ [ 
круга ОА равен ; (диаметр вписанного круга равен стороне 


квадрата). 
а 2 а 2 
Искомое отношение — ( >) : (52 ) = 1:2. 
3) Апофема ОС правильного б6-угольника найдется, как вы- 
сота равностороннего тр-ка АОВ(АО = ОВ =х, АВ =а =}: 


я 
0с =- УЗ. 
И 


азы а 
Искомое отношение — ( = УЗ | 7 -= 3:4 


739. Площадь круга равна сА*. 
1) Площадь вписанного в круг квадрата (сторона квадрата 
а = ВУ?) равна а? = 25°. 
Отношение площади квадрата к площади круга: 
2 


ви = =2. - = 20,32 = 0,64 = 7/1 (прибл.). 


2) Сторона правильного 12-угольника равна гУ2—У3 


(зад. 530), апофема его — 52 +3, площадь 


12аоК» 
2 


Искомое отношение площади правильного вписанного 12-уголь- 
ника к площади круга: . 

1 21 
3: 183982 = >> (прибл.) 


п т 
Примечание. Можно воспользоваться и зад. 641. 


=6.7И2— УЗ. >: У? уз = 3. 


372: пу = 


{ 


° —_ 120 — 


738. Пусть радиус большей полуокружности Ю, меньшей х. 

Проведем радиус ОС большей полуокружности и радиус 
ОБ — меньшей. 

Из прямоугольного тр-ка ОБС, где СЕ =ОЕ =г, а ОС = В, 


найдем: 
2 
ОС* = ОЕ? -- СЕ*, или К? = 7? -- 7, откуда 7? = Е . 


Отношение площадей полуокружностей равно отношению 


2 
квадратов их радиусов: 7?: А», или > И 


139. 1) Площадь кольца равна разности площадей большей 
окружности и меньшей. 

Площадь большей окружности равна т. 8? см?, мень: 
шей —т.72 смг. 

Искомая площадь кольца равна т.8*— т. 72 = т(82 — 72) = 
= 151 см? = 15.3114 = 471 см2. 

2) Пусть радиус большей окружности Ю, меньшей —. Пло- 
щадь кольца равна разности площадей большей окружности и 
меньшей: п. А — п. 72 = (К? — 7). 

Проведем радиусы ОЛ и ОС. Из прямоугольного тр-ка АОС, 


2 
где АС = а Е имеем: О.А? — ОС? = АС®, или №—п =“. 
2 2 4 
Следовательно, искомая площадь кольца равна т(К? — 7?) = а 


3) Геометрическое место точек конца В касательной, переме- 
щающейся благодаря скольжению точки А по окружности, есть 
тоже окружность (показана пунктиром), радиус которой ОВ есть 
гипотенуза прямоугольного тр-ка с катетами АВ=а и ОА= КЮ--ра- 
диусу круга; значит, ОВ = ОА*.-- АВ = В? -| а?. 

Площадь, которую описывает касательная АВ, есть кольцо 
между внешней и внутренней окружностями, площадь которого 
равна разности площадей этих кругов: т(А? -- а*) — «Е? = па*. 


140. Пусть искомая ширина кольца (заштриховано) —х; ра- 
диус данных кругов — 7х. 

Площадь кольца равна разности площадей круга радиуса 
ОА(= З' + Х) и круга радиуса ОВ(= 3). По условию, п. О.4А*— 
— т. ОВ? = 7кОС®, или т(Зу -- Хх)? — г(3/)? = 7п7?. Перепишем `ур-ие: 
Хх? -- бух — 772 = 0. | 

Решив ур-ие, получим: х = — 37 == И97® {+ 7? = — Зи" Е 4х. 

Берем положительный корень х = г. 


-— 421 — 


141. Площадь сектора равна произведению длины его дуги 

на половину радиуса: $ = 7 
(о) ! 

1) Определим длину дуги: / = О ь Е. НОС 


360° 180 
= Е тг. Искомая площадь $ = м = т” 3 г.г = 3 т”, 
8 2 2 8 16 


у =. о ' — 
2) Определим длину дуги: / = а Е Не 


3602 180 
= 7 тт. Искомая площадь $: = и = ех : пл. = т ти, 
80 у я 2180 160 


3) Определим длину дуги: / = 217.200740" _ 1.120040", 
| 360° 360.60.60" 


[7 1 17. 720040 18001 _› 
Искомая площадь $ = = т = АЗИЯ 
2 2 ` 360. `60. 60 32400 


14®. Пусть радиус сектора—”, центральный угол — &; тогда 


тга 
длина дуги его / = т. площадь его— 09. Зависимость между 
этими величинами такая: 
ры ит ма г 7? ее и - 3609 _ тие Ро 
1902960 
. |) По формуле: 
И ОА т 300 ив 
№ АЕ Аа ОМА т 
2) По формуле: 
‚/ т. 36° _/ Г. 36° _ 1. 360.60 _ /6009. 
я т ее 360 '7 И КВ ы 
д 
3) По формуле: х = У : . о . 9 


г: 013605 > ЗвеО бе бВАЕ, т 259204. 
т 4050" `9 п 40.60. +5077 `40т 

па Е 

143. Из равенства (зад. 742): 9 = 360 определяем бы Аа - ь 


144. Площадь квадрата, вписанного в круг радиуса ”, равна . 
а? = «у? = 292. 
1782 


Площадь сектора равна (зад. 742): т т 


— 122 — 
Следовательно, 272 = ы ‚ откуда 


@ = Ев 2.360° = 0,318 .720° = 229. 


т 


пи . Пло- 
360 


щадь сегмента равна площади сектора, уменьшенной на площадь 
соответственного тр-ка. 


145. По формуле (зад. 742), площадь сектора 4 = 


` * Г 2 * 
Пе т А ; площадь тр-ка АОВ равна АР. .. 
но АВ=а, =7у3З, ОС = ь (зад. 67); следовательно, площадь 
тр-ка АОВ = — — ге г Искомая площадь сегмента равна 
ТР 
ИТ (4=—ЗИ3). 
 о=ж: - = р площадь тр-ка равна та ‚ так как в 
360 4 2 
равнобедренном прямоугольном тр-ке АОВ катеты ОА = ОВ =#. 
Искомая площадь сегмента равна и ®—2) 
О ИА 
3) 9.=2г. = = площадь тр-ка (равностороннего) АОВ 
Е | 
равна ы УЗ. Искомая площадь сегмента равна 
И бу а * 
=== УЗ = 2—3). 
6 4 12 уз 
45 т” ОВ. АС 
4 Е ; площадь тр-ка АОВ = ; НО 
р ‚ 360 8 & 2 
ОВ = т, а АС определится из равнобедренного (ХАОС = 45°) пря- 


и 


моугольного тр-ка АОС, у которого гипотенуза АО =х; АС = 4 2 


2 
ОВ. АС _ 1 ‚У? у И. 


следовательно, площадьтр-каАОВ = 5 г 
и И ра 
Искомая площадь сегмента: и У2 = 5 8т2И 2). 
30 пу | ОВ. АС 
5) 9@=т?. — = `_; площадьтр-ка АОВ равна с. НО 
и в С 2 


ОВ = г, а АС определится, как катет прямоугольного тр-ка АОС 


ИЕ С е-Ь 


в (сад = 30°): АС = ЕО 


р 
ОВ.АС 1 Я 72 
к. 


7 
Е ; следовательно, площадь тр-ка АОВ= 


И 7 . Искомая площадь сегмента равна: 
В ДЕС ЕТ 3). 
12 4 С: 


= п’?.36 п” 


АВ.ОС 
=——; площадь тр-ка АОВ = - й 
360 10 р к 


ЯВ ь (5 С +УЮ+2У5 (зад. 531,). 


Следовательно, площадь тр-ка АОВ= 
р ео ЦА и т ых 
ры вби 
2 Ре, у 4 8 
(тот же результат получим, взяв '/„ площади 10-угольника, 
зад. 645,). Искомая площадь сегмента: 


м РУю— Я "= 570—275) 


146. Примечание. Чертежи для всех 6 случаев см. зад. 745. 


Площадь сегмента равна площади сектора без площади 
соответственного тр-ка. 


.__ =——_, Площадь тр-ка 
360 Э^ я 
АОВ равна */, площади правильного вписанного тр-ка: 


ие 1 5 
\ ыы. 
ай ви" 


1) Площадь сектора равна т7? ен 


Искомая площадь сегмента: м — - а?/3 (1).Радиускруга т 


определится из равенства а = 7ИЗ. и как АВ = а. — стороне 


правильного вписанного тр-ка), откуда х = - УЗ. Результат (1) 


‚ перепишется а м а^УЗ = ВИ 
3 12 36 


Этот же’ результат получим, воспользовавшись решением 
УЗ 
зад. 745 и подставив у 


вместо т. 


2) По зад. 745,, искомая площадь сегмента равна: $ = ` ®— 2) 


Величину 7? опредедим из прямоугольного тр-ка ДОВ, где Аб=ОВ=* 


но 


3 
а а 
именно 272 = 42, откуда 7? = р Подставив : вместо 7*, получим: 


' 2 
а 
= —(&- 2). 
8 
3) Результат тот же, что и в зад. 745,. только подставляем 


а вместо ут, (так кака =»): $ = о (2=—3У 3). 
4) По зад. 745,, искомая площадь сегмента ‘рав на: 
2, 2 
я (12720 
Величину 7? определим из прямоугольного тр-ка АВС, в ко- 
тором катет АС = У (зад. 745.),- а катет ВС = ОВ— ОС = 
ОВО а ре : (2 —У2). Итак, 
2 2 
АВ? = АС? + ВС? или а? = - -- т (2 —У2 )}. Отсюда 
2 2 р) а? зе 
4а а Е 2) 


И о О ру 
Подставив в выражение (1) значение 72, получим: 


7? 


(2+ 72) («— 2И2). 


5) По зад. 745, искомая площадь сегмента равна: ‚. (“—3) (1). 

Величину 7? и из прямоугольного тр-ка я в ко- 
тором катет АС =-— (зад.-745,), а катет ВСс=ОВ-ОСс=»— > ИЗ 
(из тр-ка АОС, В и ДО= 30°, следует—зад. 67— 


дб . 7 
ОС = р УЗ =: УЗ) => 2-73). 


Итак, АВ? = АС? -|- ВС», или а* = Г. —- Г 2— УЗ». 


2 2 
Отсюда 7 = Е ЕЕ А И 1. а(2--УЗ.). 
а. 12 -УЗ (2—3) @+уЗ)_ 
В результат (1) подставляем значение 12; получаем: 


“оф уз 3 
м + УЗ ) (*--3). 


ие 


6) По зад. 745, искомая площадь сегмента равна: 


72 я 1 7 
- (4= —5/ 10—25) (1). 
20 ) (1) 


Радиус х определяем из формулы для стороны правильного 


вписанного 10-угольника: а = . (У5 УВ откуда 


2 _ 245 +1). _ 245) 
5—1 (5 И 4 


С кое и 
в= Я Би = асы 


РФ => (У5 -Е 1), или 


Подставим значение 72, получаем: 


т гв +У5) (4=—5/ 10—25). 


94%. В ь сегмента равна площади сектора без площади 
_ соответственного тр- -ка. 

о 135 9 
1) Площадь сектора равна т”. = —— 17°, 


360 8 
ОВ. АС 


Площадь тр-ка АОВ = ; но ОВ=х, а АС опреде- 


лится из прямоугольного тр-ка АОС, в котором АО =!, 
Д АОС = 180° — 135° = 45°; следовательно, тр-к ДОС — равнобед- 
ренный, и ОС = АС =х. Итак, ОС? + АС? = ОА*, или х?- х =, 


откуда х = а . Следовательно, площадь тр-ка АОВ= 


ВИ 


Искомая площадь сегмента: - п? — г У? = > (3=—2у2). 


ОН Аб виа 


2) Площадь сектора равна г/у. Е 27] 


360 12 
[@) 
Площадь тр-ка АОВ = О, но ОВ =к,а АС определится 


из прямоугольного в ка АОС, где. ХАОС =180° — 150° = 
именно АС = г = -— (зад. 67). Итак, площадь тр-ка Аов- 
кН Уи к 
2 2 2 4 т 
5 


‚Искомая площадь сегмента равна: н. 178 — ии ее (5—3): 


— 126 — Е 


а ласк. ^ Об ес 


162 Е 9 т. 
360 20 
Площадь тр-ка АОВ ='!/.ОВ. АС; но ОВ == т, 


ее В О Е 
И 


3) Площадь сектора равна т7?. 
` 


а 
[Для доказательства того, что АС = о ‚ продолжим АС до 


пересечения с окружностью и проведем радиус ОД. В тр-ке АОР 
угол АОР равен 36°, следовательно, АР = ан, аАС = 1, АВ= а. 
Значит, площадь тр-ка АОВ= 

ОВ. АС 1 й - я 

Е И т, 

Искомая площадь сегмента равна: 

9 а - 6 - 

178 — — (У5— 1) = - (18=—5 У5 +5). 
7 ть У5 + 5] 


148. 1) 1-й способ. Площадь средней части полуокружно- 
сти состоит из сегмента СМР и тр-ка АСР. 


Площадь сегмента СМД равна площади сектора СОР = те 
(так «ак — СР = "/‹ окружности) без площади тр-ка ОСР, равной 


иг. 3. (хорда-СР =а, =”), т.е. ит Уз. 
4 6 4 

Площадь тр-ка АСР равна площади тр-ка ОСД, ибо у обоих 
общее основание СР и одинаковая высота, так как вершины их 
Аи О лежат на прямой АВ, параллельной основанию СР; следо- 
вательно, эта площадь равна 1/7? УЗ. 

Итак, искомая площадь средней части полуокружности равна 

Е Уз = т. 
6 4 4 6 
^2-й способ. Вследствие равенства площадей тр-ков АСР 
и ОСР, площадь средней части полуокружности равновелика 
сектору ОСР, т.-е. равна=!/ст7?. 

2) Т. к. концы дуги СР одинаково удалены от концов диа- 
метра АВ, следует, что хорда СР параллельна АВ. 

Тр-ки АСР и ОСР, имеющие общее основание СД и одина- 
ковые высоты (так так вершины их А и О лежат на прямой АВ, 
параллельной основанию СР),—равновелики. 

Искомая площадь, состоящая из площ. сегмента и тр-ка АСР, 
равновелика сектору ОСР, ибо и искомая площадь и сектор со- 
стоят из общей части—сегмента и равновеликих тр-ков АСР =ОСр. 


Площадь же сектора ОСО равна —_ . 


— 127 — 


149. 1) Часть площади круга, ограниченная хордами АВ и СР, 
равна разности двух сегментов, с дугами в 120? и 60°. 


Площадь сегмента с дугой в 120° равна ы (4" —ЗУЗ), сег- 


мента с дугой в 60° равна ‚. (2* — УЗЗ) (зад. 745, из). 


Следовательно, искомая площадь равна: 


72 


т ы я 
4=—ЗИ3)— 
р" о 12 


ее 
(2 УЗ) ь 


2) Часть площади круга, ограниченная хордами АВ и СР, 
равна разности сегментов с дугами в 150? и 90°. 
Площадь сегмента с дугой в 150’ равна (зад. 747.) 


2 
‚ (5т — 3), сегментав 90° — Е `(®—2) (зад. 745.). Следовательно, 


искомая площадь равна-7, (55 —3)— С (п—2) = ‚. (2= 3). 


150. Площадь’ общей части кругов состоит из двух сегмен- 


тов с дугами в 90° и 60°. По зад. 746, „з находим площади их: 
2 2 
5 — ай —е (2=—3 3). Сумма площадей этих НАС и 


есть искомая площадь общей‘ части кругов: 


а? а? к а? Е 
я (#—2) + ыт 2=—зи3)) = а (7т= 66—63) 


Второе относительное положение окружностей ‘показано на 
чертеже (5). 

В этом случае общей частью обоих кругов является часть 
меньшего круга (меньший круг минус заштрихованная часть): 
Чтобы! получить площадь общей части кругов, надо’ из площади 
меньшего круга вычесть площадь заштрихованной части. 

Радиус меньшего круга получится из равенства’ а=гу2 
{ибо‘хорда а есть сторона вписанного квадрата), откуда х = чу у 
и 


па? 
а площадь круга (меньшего) и т 


`Площадь заштрихованной части есть разность между пло- 
_ Щщадями сегментов, один (меньшего круга) с дугой в 90°, другой 
(большего круга) с дугой в 60°, т.-е. равна 


= 


а? 8 з 
к — 12 (2—3 УЗ ) 


— 128 — 


Итак, площадь искомой общей части кругов: 


та? а а? @? 
— | --(®— 2) — — (2=— = —— т — р 
. [Е )— 1 = 393 | од (13= +6 —673) 

451. Пусть ВС = шх, СР = их. 

Проведем диагональ АС. Так как вписанный В — прямой, 
то дуга СРА равна полуокружности; следовательно, хорда СА 
есть диаметр. Пусть радиус круга—^. Из прямоугольного тр-ка 
АВС имеем: АВ?-- ВС*= АС*, или т?х?-- п? = 46?, или х*(т"-- и) =4Ё?, 

ы 
откуда х? о -. Площадь прямоугольника АВСР = тх.их = 
те -- из 
тп.4Е дтп. 
р + РТ т?-- 72 


Величина А ‘определится из равенства @ = тА?, откуда 


= тих? = 


В = ‚$ Подставляя выражение К? в формулу для площади пря- 
т 


4ти_ @ _ 4та 
т? п па 9). 

152. Пусть стороны прямоугольника АВСР —хи у. Площадь 
его равна ху.`Площадь круга равна гт7”. 


моугольника, окончательно получим: 


По условию, имеем: ху = =. откуда 2ху = т7*(1). 


Проведем диагональ АС: эта диагональ будет диаметром 
(зад. 751). Из прямоугольного тр-ка АВС имеем: АВ? -- ВС? = АС?, 
или Хх? - у? = (27)? = 47? (2). 

Решив систему ур-ий (1) и (2), найдем х иу. Для этого 
сложим и вычтем ур-ия (1) и (2). Получим: х? -{ у? + 2ху= 47? -- пт, 
или (х -- у) = 72 (4-+- т); откуда ху =ту4 + т; + у — 2ху= 
47—т7, или (х— у) = 7 (4-—т), откуда х—у= у4—т: По 
сумме и разности х и у, найдем эти неизвестные: 


х= и у= И Уч) 


153. ря радиус круга—К; тогда высота ромба КТ —2К. 
Из прямоугольного тр-ка АВБ, у которого Д А = 30°, а ВЕ=2К, 
найдем (зад. 67), что АВ = 2ВЕ = 4. Площадь ромба равна 
АР. ВЕ =4Ю.2Ю = 8К*. 


По условию, площадь круга— ©, т.-е. хА*=@, откуда д . 
8@ 


Искомая площадь ромба: 8А? = 
т 


Ву 


+ 154. Пусть радиус круга описанного — Ю; тогда радиус впи- 


ЕЮ 
санного о. Площадь кольца равна разности площа- 


2 
: =: - гА°. 


дей описанного круга и вписанного: <А? == з Я 


в Е 
Площадь равностороннего тр-ка со стороной а равна" У 3, 
при чем а = РУЗ. Следовательно, площадь его А?. 7 УЗ = 8, 


откуда №993. 


_ 9 УЗ 
з 


155. Пусть радиус сектора ОАМВ — КЮ. 


2 
Площадь сектора равна т ". Проведем прямую ОС. 


Радиус мс сектора СОМЕ равен разности ОС—ОМ. Длина 


_ ОС определится из прямоугольного тр-ка АОС (ОА перпендику- 


лярна к АС, как радиус, проведенный в точку касания), в котором 
1) 

катет ОА =Ю, а Д АОС = > = 605; следовательно, Д АСО=30°; 
а потому (зад. 67) ОС =2А0 = 2. 

Радиус сектора СВМЕ равен: СМ =ОС — ОМ =2Ю — Ю=Ю. 

Угол РСЕ = 60°, так как в 4-угольнике АОВС угол АОВ=125°, 
углы ОАС и ОВС — прямые (образованы радиусами, проведен- 
ными в точки касания, и касательными); значит, 4-й угол равен 
44а — (а-+-а- 120°) = 60°. : 

Площадь сектора СРМЕ равна и тет 

Искомое отношение площадей секторов СРМЕ и ОАМВ 
А АЯ 

а И 
3 

156. 1) Четыреугольник АОВР — квадрат, т к смежные 
стороны равны: АО = ВО == х, а все углы прямые (угол АОВ=90, 
углы ОАР и ОВР прямые, как составленные касательными(и ра- 
диусами, проведенными в точки касания, 4-й же угол АРВ равен 
прямому, ибо сумма углов 4-угольника равна 44); значит, это 
прямоугольник с равными смежными сторонами, т.-е. увллат. 

Площадь квадрата = А0? = 77; й 


равно 


туз. 90° ти? од 
ощадь сектора АОВ = ыы —. 
площад р 3605; д 
р. > У О с 


= 180 ы 
“Искомая `площаль (заш\рихована) фигуры АСВР равна раз- 
ности площадей квадрата АОВР и сектора АОВ, т.-е. 
Е 
4 4 
2) Искомая площадь (заштрихована) АСВР равна разности 
площадей 4-угольника АОВД и сектора АОВ. 
Разобьем `4-угольник АОВР на 2 равных прямоугольных 
тр-ка‚ АОР и ВОР. провеля прямую ОР. Площадь прямоуголь- 
ного тр-ка дор. а площадь 4-угольника АОВР= 


о “0 = АО. АР; но ДО =х, а АР =^У 3,как катет, лежа- 


щий против угла в 60° (зад. 67). Следовательно, площадь 4-уголь- 
ника ДОВО = АО. Ар =х.' УЗ =пуз. 
—у2 
Площадь сектора АОВ равна Е я а 
ЯНЬ 
Искомая площадь ее равна: 
РУЗ аи ВИЗ. 
3) Искомая площадь и не АСВ равна 
разности площадей 4-угольника АОВД и сектора АОВ. 
Площадь 4-угольника АОВДР разобьем на 2 равных прямо- 
угольных тр-ка АОД и ВОР, проведя прямую ОР. 
Площадь прямоугольного тр-ка АОР = ие, а площадь 


4-угольника АОВР=2. Ао. ^Р =АО. АР; но АО =г, а АР = 


ы Ао = УЗ (см. зад. 67), ибо Х АО = о = 36°. (Пусть 
ый и АК) 
АР = х, тогда АО = ху З,т.-е.хУ 3 =», откуда х= х =). 
Итак, площадь 4-угольника АОВР равна 
а ИЗ. 
3 3 
17.60 п 


Площадь сектора АОВ равна ———=->-. 
360 6 


Искомая площадь (заштрихованная) равна 
ПИ а 


а К аи 


151. Искомая площадь (заштрихована) состоит из 3-х рав- 
ных равнобедренных прямоугольных тр-ков: ОРГ, ОБЕ и ОКС 
(катеты равны, напр. ОГ = ОР, как радиусы круга) и 3-х равных 
секторов ОРЕ, ОРС и ОКГ (у всех центральный угол равен 
НЗ И 30). 

3 9 

В тр-ке АВС апофема ОМ равна*/, высоты Е, равной МС, т.-е, 

м 2 / 2 8 
О оу ит ыы ИТ, 
За 6 } | р 4 2 : 
3 у 
Площадь одного тр-ка = "5 затрех—^ - ; площадь одного сек- 


30 
тора = К. В задаче спрашивается, чему равна площадь 
5° 2 
а т или 6+5) найдем, чему равно /°., 


Рассматривая равнобедренный прямоугольный тр-к ГОР, 
у которого катеты равны радиусу проведенной окружности,а вы- 


сота ОМ = т УЗ, находим,- что гипотенуза ГР =2Мр =20М = 


=2. = УЗ = 5 УЗ (высота ОМ является и медианой, а ме 


диана гипотенузы вдвое меньше ее). С другой стороны, хорду Г, 
стягивающую дугу в 90°, рассматриваем, как сторону квад- 
рата, равную 7У2. 
еее а ареро а? 
Следовательно, ху 2 = с УЗ, откуда 7 = Е 


Итак, площадь каждого из равнобедренных прямфугольных 


тр-ков равна т секторов та > или И, 
2 360 12 
Искомая я (заштрихованная) равна: 
РЗ. би - Сбт. 
12 4 24 


158. Ве площадь фигуры ЕОРО, состоит из двух рав- 
ных сегментов ЕОЕ и ЕО,Е с дугой в 120°. В ив деле, про- 
ведя радиусы ОБ, О.Е и ОР, заметим, что тр-к ООВ — равно- 
сторонний, а потому ‘Е00,- = 60° а/\БОЕ=2и Е00,—2. 60°— 1202. 

Площадь сегмента с дугой в 12.) равна (зад. 745,): 
3 и» следовательно, площадь искомой фигуры равна 


# 


-1 ; 2. ух че 
удвоенному сегменту:» Е (44 —ЗУ3). 


1192 — 


$59. Площадь полученной розетки состоит из 8 равных сег- 
ментов (один из них заштрихован), каждый с дугой в 90°, а ра- 
а 
диус равен =. 


> 


Площадь сегмента с дугой в 90? равна (зад. 745.) = (п— 2), 
2 
а 8 сегментов —8. С ("— 2), или 272 (п— 2). 
а 42 
Заменив г через , 7 получим: о 


\ 960. Примечание. Противоположные полуокружност 
касаются между собой, так как линии центров КГ и ММ равны 
стороне ромба, т.-е. сумме радиусов. 

Искомая площадь розетки состоит из 4-х пар’ сегментов 
(одна пара заштрихована). 

Площадь одной пары сегментов равна площади полукруга 
АМОВ без площади прямоугольного тр-ка АО, равной 1/, пло- 
щади ромба, т.-е. 1/, КАНА. 

Площадь розетки равна, следовательно, учетверенной такой 
разности, т.-е. площади 2-х кругов без площади ромба. 
Площадь одного круга равна п41*?, двух кругов — 2=. 412 

АО.ОР 240.20р ав 


Е \ 
\ 


Площадь’ромба равна 4. прет ь ре ибо 
в 
2 у: 2 2 


Сторону ромба `АР’определим из прямоугольного тр-ка АОД, 


0 а 
именно: АР = У10* + 02° = и в +[>-] = лич. 


р Следов\рельно, площадь 2-х кругов 


: 2 = 
п. о, ты ре др пач) 


‚ Искомая площадь равна: О в. 


161. Площадь розетки равна площади 6 сегментов, из кото- 
рых каждый есть сегмент с дугой в 60°, (напр., дуга ОКС): впи- 
санный угол АОС=120°; следовательно, дуга АМС содержит 240°; 
значит, дуга АОС содержит 360° — 240 = 120°, а дуга ОКС, рав- 


ная половине дуги АОС, содержит бы 60°. 


— 133 — 


Найдем радиус ^ круга О,. Хорда АС = а, очевидно, есть 
сторона правильного вписанного тр-ка, ибо стягивает “дугу АОС 
ау”. 

3 | 
Площадь сегмента с дугой в 60° равна (зад. 745.): 


зв 120°. Имеем равенство: а = А УЗ, откуда К = 


2 
х г: в 
о (2= —ЗУЗ3). Следовательно, площадь ‘искомой розетки равна 


ауЗ 


х ы 
6. 12 (2= — ЗУЗ), или, подставив а 


г (2= —ЗИЗ). 


вместо т, окончательно: 


162. Искомая площадь фигуры АОМР состоит из 2-х рав- 
ных сегментов, с дугой в 30°. В самом деле. Проведем хорду АМ. 
Прямой угол ВАС разделился пополам, т.-е. Д ВАМ = 455; следо- 
вательно, дуга ВЁМ содержит 90°, а дуга АРМ =120° — 90? = 30°. 


Хорда АВ = а является стороной правильного вписанного 
тр-ка, ибо стягивает дугу в 120°. Имеем‘ равенство: а = ИЗ, от- 


куда г= г УЗ, Площадь сегмента с дугой в 30” равна 
хе а 
(зад. 745,) о ("—-3), двух сегментов—2. г (г — 3). Заменив т 
через УЗ, получим выражение искомой площади фигуры АОМР: 
а? 
®—3). 
18 


‚ 763. Одна и та же хорда, соответствующая двум дугам в 
120° и 240°, является хордой одной окружности (делящей окруж- . 
‘ность на два сегмента), или хордой двух одинаковыф пересека- 
ющихся окружностей, как в данном случае. 

Если хорда стягивает дугу в 120°, то она является стороной 
правильного вписанного тр-ка и отстоит от центра на половину 
радиуса (на апофему), а потому 

ОКО Ог = 2#—-. те = т.е. О.К =а=#, 
Как видно из чертежа, площадь луночки равна площади 
‘круга без 2 сегментов, включающих дугу в 120? (АОВ и АО,В)}, 
Площадь сегмента с дугой в 120° равна (зад. 745,) | 


2 е 
= (4= —ЗУ3), двух сегментов — т (4т —ЗУЗ). 


— 134 — 
Следовательно, искомая площадь равна 
3 | 2 ; 
"—^ (4=—ЗУ3)= а. (2= +ЗУЗ), или 2 (2= +ЗУЗ). 


164. Пусть радиус ОА разделен в крайнем и среднем отно- 
ОА ОВ 
шении, т.-е. = - й 
ОВ АВ 


ов = (5—1, АВ = > 8— ИЗ) (ад. 408) 


Площадь круга равна т7*. 
Площадь внутреннего круга равна 


2 - 2 
ле г тг 
3; 5—1] у ОА ИВО 
2 4 2 
Площадь кольца равна площади круга большего без площади. 
т Е т 
круга внутреннего: т7? — : (3—5) = 5 (И5 —1). 

Сравнив полученные выражения, заметим, что площадь круга 
разделилась в таком же отношении, как и радиус, при чем 
большей частью оказалась площадь кольца. : 

Примечание. В выражениях частей радиуса входит т (ра-_ 
диус) в выражениях частей круга — т7* (площадь круга) взамен х. | 

1765. Пусть диаметр 2 разделен на п частей: | 
р 


АС'= СрерЕ же. и= =. 
п 


р т0? 
Площадь круга равна тК”, или -. 
Следовательно, площадь круга, диаметра АС, равна г 
рек р } 
прлукрура тт к —}. 


Площадь полукруга, диаметра АД =2. ет ‚ равна 
И 

_ 2 

3 [> 

2 4 п 

Площадь полукруга, диаметра АБ =3. [ ‚ равна 
п 

ей о. Е 


"| 


а 


Площадь полукруга, диаметра АЕ =4. - ‚ равна 
И 


2 . ут . 
Площадь фигуры АКРС равна площади`полукруга, диаметра 
АР, ‘без площади полукруга, диаметра АС, т.-е. 


О ля ана 
т Ц, о а] 
Площадь фигуры АРЕДК равна разности полукругов диа- 


метров АЕ и АР, т.-е. > а: ([; НВ 


2 
Площадь фигуры АМЕЕР равна-_. е =. | .1. 
п 


Как видим, площади фигур в верхнем полукруге составляют 
разностную прогрессию. 

Такие же фигуры образовались и в нижнем полукруге (по- 
строение то же). но размещены в обратном порядке. Каждая фи- 
гура, ограниченная двумя непрерывными изогнутыми линиями, 
состоит из двух частей, — одна в верхнем полукруге, другая — в 
нижнем, при чем соединяются в таком порядке: 1-я— верхнего 
полукруга и последняя (т.-е. 1-я с конца) нижнего; 2-я верхнего 
полукруга и предпоследняя (т -е:"2 я с конца) — нижнего ит. д. 
Таким образом каждая! фигура равна сумме двух членов разност- 
ной прогрессии, равноотстоящих от начала и конца. Из алгебры 
известно, что всякая сумма пары таких членов прогрессии равна 
сумме крайних членов ее. 

Следбательно, все эти фигуры имеют равные площади. 

Периметр каждой фигуры состоит из 3-х полуокружностей 
(крайние) или 4-х, при чем каждая пара полуокружностей имеет 
диаметры, сумма которых равна диаметру Р_данной окружности. 

Пусть 4 полуокружности какой-нибудь фигуры имеют по- 
парно днаметры хи Р——х, уи Ру. 


тр 
Длина окружности равна 2тА или т), полуокружности — 7 


> 


Длина указанных полуокружностей: 
х т(Р-х). т) „ “РУ. 
2 2 2 а 
сложив эти величины, получим тр, т.-е. длину данной окруж- 
ности. 


— 136 — 


"966. В равнобедренном прямоугольном тр-ке острые углы 
равны 45°, т.-е. / ВАС = 45°, а квадрат гипотенузы равен удво- 
енному квадрату катета, т.-е. АС? = 2АВ®. 


Пусть АВ = ВС =а; АС=Ь; Ё? = 24°. 


72 
Площадь сектора ВАРС равна тя 


Г —}р2 р? 
Площадь. сектора “АСВЕ равна ре, 
, 360 8 
Заменив в последнем выражении 6? через 24?, получим для 


та? 
площади сектора АСЕЁ выражение: ке ‚ чтои требовалось доказать. 


967. Пусть. АВ = АС =а, ВС=ау2. 

Площадь сегмента ВЕС равна площади сектора АВЕС без 
плошади тр-ка АВС. Сумма площадей сегментов ВРА и АЕС 
равна площади полукруга ВРАЕС без площади того. же тр-ка 


—72 
АВС. Но площадь сектора АВЕС равна — ‚ площадь полукруга 


4. па? 

т 
и разности, где уменьшаемое и вычитаемое одинаковы, равны 
между собою. 


ты 50° 
ВРАЕС равна |, ы (по формуле 2 ); следовательно, 


2 
т = №. (АР =ВУИ2, как сто- 


— 


*68. Площадь тр-ка АВР = 


рона вписанного квадрата). 


Площадь луночки равна разности площадей полукруга АСВ 


и сегмента АМВ. — — „ 
т" 
Площадь полукруга “равна 51 площадь сегмента с дугой 


2 з 
в 90° равна (зад. 746.) е: (п— 2), или (а=АВ=2Ю) . (п— 2). 


. 2 2 

Итак, площадь луночкй равна ы — . (п--2) =Е 

Следовательно, площадь луночки тр равновелика пло- 
щади тр-ка АВР. 

169. Пусть Ср =а, АР =р, ВО =4; АВ=р. И. @ =24 
(перпендикуляр, опущенный из точки окружности на диаметр, 
есть средняя пропорииональная между отрезками диаметра); 
р+9=р; (р 4} = Г», или р? - 9*-- 2ра = 0*. 


— 187— 


Площадь круга, с диаметром СР = а, равна 
2 


п 
или (@=р9) А 


Площадь, заключенная между тремя полуокружностями, равна 
разности между площадью полукруга, диаметра АВ, и суммою 
площадей полуокружностей, диаметров АБР =р в ВР = (д, т.-е. 


р од Пес нь | 
о Вена А О - 5. 
а 


но ‘из равенства 0? = р? + 92*-+-2р следует: 2 — р*— 4? = 2ра. 


Подставив 2ра вместо 2 — р? — 49°, получим : р9. 


Следовательно, площадь круга, диаметра СО, равна пло- 
шади, заключенной между 3-мя полуокружностями. 


Смешанный отдел. _ 


140. Искомая ЕЛ высотой разделилась на 2 отрезка ЕО и ОБ. 
Определим отдельно величину ЕО и ОБ. 
Для этого определим раньше следующие величины: 


гипотенуза АВ = У АС? -- ВС* = У100* -- 75 = 125 см; 


2 ь у 
отрезок АР = уса = - =45см; Бр= АВ—АР=125 — 45 =80 см; 
| АВ 125 \ 
Сре НО и: ОСОБ 
АВ 125 
Прямоугольные тр-ки АСР и ОБС подобны, ибо у них об- 
76) оС 
Й й угол АСР. Из подобия их следует: =“, и 
щий острый у д х следует В тт ли 
ео ‚ откуда ОЕ = 18 см. 
45 тя ь 
Прямоугольные тр-ки ВСР и ОРЕ подобны, ибо ОЕ парал- 
ОЕ ор ОЕ. 30 
лельна ВС. Из их подобия следует: == ‚ или ое 
ф ЕС 100 60 


откуда ОР = 50 см. 
Искомая ЕЁ = ЕО-- ОЕ = 18 - 50 = 68 см. 
#11. Большая диагональ ромба равна 50 дм -+ 14 дм == 64 дм; 


следовательно, если считать, что окружность описана около тр-ка 
ВСО, то высота СО этого тр-ка равна “/., = 32 дм. 
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Больший отрезок диагонали 5м или 50 дм, есть, очевидно, 
диаметр; значит, радиус равен 25 дм. 
По теореме: „радиус круга описанного равен произведению 


вс.Ср 
двух сторон, деленному на двойную высоту“, имеем: и 
: у 
или т. = 25, откуда сторона ромба равна х = 40 дм или 4 м.‘ 


9143. Проведем ОЛ и ОО.. 

Искомую линию центров определяем из тр-ка ОО;О,, по тео- 
реме: „квадрат стороны, лежащей против острого угла (д О=60°), 
равен сумме квадратов двух других сторон без удвоенного произ- 
ведения основания на отрез ›к, от вершины острого угла до высоты“: 


0:02 = 002+ 002 —200,.ОВ. 


Но 00, =Ю-», 00, =Ю— и, ов= — = т" (зад. 67). 


“1 


Следовательно, 0,0,? = (Ю + (В — 7} --2.В—п. Г >> $ 


откуда 0,0,’ = К 37или 00, =УВ 3». 


913. Пусть АВ=65 см, ВС=ТО см, АС=1Т5 см, ВК: Кр=2:3. 
Отрезок ММ определится ‘из пропорции (тр-ки АВС и ВММ 


подобны): ка а ; НО АС = 75 см, а ей а. следовательно, 
В 80.5 
к = е ‚ откуда ММ = 30 см. 
75 5 
1 < 
Высота ВР тр-ка АВС определится из равенства =: СЕ `х 


откуда ВР= т ›; Аб=15 см, а 5=Урр—а)(р-—6)(р—5), где 


ржет = 105 см, именно: 


$=)105(105 — 65) (105 — 70) (105 —75)= У105.40.35.30=2100 см. 


Следовательно, ВО = 2. 2400 = 56 см, а высота трапеции 


75 
кр ‚= 5. ВР 2 7366, 


Площадь трапеции АММС равна Е 


Кр, ИЛИ 


3078. 3 
2 


‚ 56= 1764 см. 
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#34. Пусть Д А.= 60°, ХС = 45°. 

1 й способ. Опустим высоту ВД = И. 

Из прямоугольного тр-ка АВР гипотенуза АВ определится 

2 

по зад. 67: АВ = =” УЗ = > УЗ; в прямоугольном равно- 
бедренном тр-ке ВРС: р = ВР =й, гипотенуза ВС = ВВу2 = йу2. 

По теореме: „радиус круга описанного равен произведению 
двух сторон, деленному на двойную высоту“, имеем: 


АВ. ВС 28ИЗ.пу2 _ А 
а: Ч ана 
АС. ВР 


Искомая площадь равна -; НО 


2 
АС = АР-+РОС= = +8р- . УЗ + А (АР = Е по зад. 67). 


СВ 2 
сть 5 4 е НЫ (ИЗ + 3), или, 


заменив А через > Уб, получим: о УЗ). 


2 й способ. Можно описать окружность около тр-ка АВС. 
Тогда дуга АВ содержит 2.45? = 90°, т.-е. хорда. АВ -сторона 
квадрата и равна АУ2; дуга ВС содержит 2. 60° = 1205; следова- 
тельно, хорда ВС = а, =ЮУЗ; хорда АС содержит 150? и опреде- 


ляется по зад. 551.. т.е. равна КИУ2 + УЗ. 

абс 

4Ю 

„195. Пусть катеты 20х и 21х, тогда гипотенуза равна 


убодЕ вы = 29х. Радиус описанного круга равен половине 


Площадь определяем по формуле: $= 


29 
гипотенузы (зад. 228): 5 х; радиус вписанного круга равен полу- 


разности между суммой катетов и гипотенузой (зад. 701): (а т а 


_ (20х+ 21%) —29х _ 
х. 5 е 


бх. Следовательно, по условию, х—бх = 


2 
=17. см, откуда х=2 см. 
Искомые катеты: 20х = 40 сми 21х = 42 см. 
916. Пусть АС =х, Ср=у. РВ=& АВ=х-+у- а. 
Площадь заштрихованной части листка в верхнем полукруге 
равна разности площадей полукругов АД и АС, т.-е. 


1 п з 1 Е 
пока ‹ (9 зыбь, У: в» — - . 
и (ху) 5 


р х 


О 


Площадь заштрихованной части листка в ‘нижнем полукруге 
фавна разности площадей полукругов ВС и ВЛ, т.е. 


1 в 1 г 
ель Ро В 
2 4. У Рак 
Следовательно, площадь листка равна: 
1 т 1 т 1 т 1 п 
(ху) — —. об ь | 2 — В ды 28 = 
тт 24 ню. 4 
на Ух у+а = 1 СР: АВ. 
тАВ? 


Площадь круга равна 


Искомое отношение площали листка к площади круга равно: 
4 С2-АВ: ми — 6: АВ. 


Периметр листка’ равен сумме 4 полуокружностей, диамет- 
ров АС, АР, СВи РВ: Чхгх-Чл(х+у Ул +1, тг = 
= п(х у 2) =т. АВ; а это и есть окружность данного круга. 


119. 1) Хорда АВ стягивает дугу в 30°; следовательно, `это сто- 
рона правильного вписанного 12-угольника и равна (зад. 53^,) 
гУ2 — и в. Хорлу АС а 4 из прямоугольного тр-ка АВС, 
именно: АС = ИВС? — АВ? = (42 — #2— И РИ: УЗ. 

Искомая площадь прямоугольника АВСР равна АВ. АС = 
= РИ ИЗ. ги2 ЧЗ=я. 

2) Хорда АВ стягивает лугу в 45° и равна стороне правиль- 
ного вписанного 8-угольника (зад. 53^,): гУ2 — У2; хорду АС 
определяем из прямоугольного тр-ка АВС, именно: 

АС = ИВС? — АВ = У4т— 0—5) У +у2. 

Искомая площадь прямоугольника АВСР равна 

АВ. АС =тУ2 ТУ. +У2 + Уа=ВУ2, 


3) Хорда АВ, стягивающая ‘дугу в 60°, равна стороне пра-‹ 
вильного вписанного б6-угольника а; или 7; хорда АС. стягива- 
ющая дугу в 18(°— 60° = 12, равна стороне правильного впи- 
‹санного тр-ка а.. или УЗ. 

Искомая площадь прямоугольника АВСР равна АВ. АС = 
=у.тУ3З =?” УЗ. 
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1 918. Пусть ММ = /.Ю. Опустим высоту ВО Из прямоуголь- 
ного тр-ка ОВМ спределим отрезок хорды ВМ = УОВ? + М0* 


но ОВ = Ю, ОМ-= Ч ММ = следовательно, 


| : > 
ви -1/ +, Зи. 


Опустим высоту ОР на гипотенузу ВМ По теореме: „катет 
есть средняя пропорциональная между гипотенузой и проекцией 


катета на гипотенузу“, имеем: ОВ? = ВМ . ВР, или Ю?= : И ПО. ВР, 


откуда ВР = г -. Но ВР“, ибо перпендикуляр из центра круга 
у 


10 
на хорду делит хорду пополам; следовательно, 
одре: 
| Ию ую 


Тр-ки АВС и ВММ подобны, так как хорда АС параллельна 
диаметру. Из подобия их имеем: 


Аб АВ 2 6 в 6 
т > ‚или АС: _К= : 10, откуда АС = — К. 
ММ МВ 3 ИЗ у ы 5 
Теперь определим, какой’ части диаметра равна хорда АС: 
АС = бою = - АЕ Г: диаметра. 
5 10^ 5 


`, 719, Пусть радиус круга — х. 
Дуга АМД содержит 360? — 210° = 150°; следовательно, дуга 
АВ содержит 180° — 150? = 30°, и хорда АВ есть сторона правиль- 
ного вписанного 12-угольника, равная (зад. 530,) ИИ. 
Сторона АР прямоугольника. определится, как катет прямо- 
угольного тр-ка АВД,. именно: 
АР = иИВР*— АВ — У 4? 2(2— УЗ) =гИ2 + ИЗ. 
Площадь прямоугольника АВСР равна 
АВ’ АР =›У2 —УЗ..7У2 + Уз=». Значит, 72 = 9, 
Площадь искомого сегмента АВМСР равна алощади круга 
без площади сегмента АМД с дугой в 150°. 
Площадь круга равна т7“. 
Площадь сегмента АМД с дугой в 150? равна’ (зад. 747.) 


”. (5—3). Площадь искомого сегмента АВМСР равна 


р р а 
р =—— (77 3) =—- (т 3). 
т7 г (5-3) 5 +3) 2 п 3) 


о 


180. Густь стороны параллелограма АВ и ВС равны хи 2х, 
диагонали ВР и АС равны уи 2). 

По теореме. (сумма квадратов сторон параллелограма равна 
сумме квадратов диагоналей), 2 (х2 -{ 4х?) = у? -+ 4у2, или 2х2 = у?, 
откуда у = ХИ 2, игл ВР =ху2. 

По теореме: „’задрат стороны, лежащей против острого 
угла, равен сумме квадратов двух других сторон, без удвоенного 
произведения основания на отрезок от вершины острого угла 
до высоты“. имеем: ВД? = АВ® -- Ар?— 2 АР. АЕ, или (ху 2} = 
= х2 + (2х) — 2.2х. АЕ, откуда. 

Е Вр ар а 
4х 4 4 4 

Искомое отношение будет АЕ: ЕР = 3/1 х:5|4х=3: 5. 

“81. Пусть АВ = 30 см, ВС = 42 см, Ср=26см, АБ = 10 см; 
ВБ=х СЕ=у 

Тр-ки АЕР и ЕВС подобны, вследствие параллельности сто. 
рон ВС и АР. Из их подобия имеем: 


ВЕ; ВС ВБ ВС 
1) в ии ища ; после подстановки чи- 
АЕБ АР АВ-+ ВЕ Ав 
словых значений получим: :: = т последнюю пропорцию 
30-х 70 
упростим: 28х = 1260 см, откуда х = 45 см. 
СВ _ ВС СВ с. .ВС 
2) —, ИЛИ _; после подстановки чи- 
РЕ АБ Ср | СЕ’ ИБ 
И _ 42 
словых значений получим: - Я — . По упрощении, полу- 
7 26 + у в ни у 
чим: 28у = 1092 см, откуда у = т = 39 см. 


Искомая площадь трапеции равна разности площадей тр-ков 
АЕР и ВЕС, определяемых по формуле $ = Ир(р—а)(р- 5) (2—0. 

Для тр-ка АЕР со сторонами АЕ=АВ--ВЕ=30-45=75 см, 
РЕ-СР+СЕЕ264 30-65 сми АР-ТО см, р см, 
и формула перепишется так: 


$5= 105(105 — 75) (105 — 65) (105—70)= И!05.30.40.35 =2100см?, | 
Для 'р-ка ВЕС со сторонами ВЕ =45 см, СЕ =39 см, ВС=42 см, | 
45+ 39+42 _.. 
=-— И 63 см, формула перепишется так: 
5$ = 1 63(63 — 45) (63 — 39) (63— 42) = 63.18.24 21 = 756 см. 
Искомая площадь трапеции равна 2100 — 756 = 1344 см. 


У 
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153. 1) 1-й способ. Пусть радиус вписанного круга — т, 
‚ Проведем из пентра О, радиус О,/. в точку касания. В прямоуголь- 
' чом тр-ке ОО;/. угол ГОО, = 30°, тийОзенуЗа 00;,=ОК-—О.К = 
= А — и, катет. О.Г =.л. 

(66) —! 


; ыы = 
Имеем равенство (зад. 67): О.Г = — „Или 7 р 


Ю Е 
откуда г= ео Е 


2-й способ. Проведя касательную 4,8, и продолжив ра- 
диусы ОЛ и ОВ, получим равносторонний тр-к ОД,В,, у которого 
высота ОК = К, а вписанный в сектор круг является вписанным 
в него кругом. 


Высота ОК = “5 УЗ (свойство равностороннего тр-ка) или 


 В= ее :, ИЗ, откуда А.В, = к 
УЗ 
| Радиус вписанного круга равен 5 — - (апофема равна 


1 2ю ‚УЗ ие: 
половине радиуса—в правильном тр-ке), или — —. 
2 `уз 3 3 
_2) 1-й способ. Пусть радиус вписанного круга — т. 
Проведем из центра О, ралиус О.Г. в точку касания. В пря- 
моугольном тр-ке ОО,[ угол ГОО, = 45°, гипотенуза ОО, = ОК — 
—ОК =КВ- г, катет О,Ё = х. 


Имеем равенство ОО, = ОГУ 2, или Ю— г=*у2, откуда 


Е и 
ии (У2+1(у2— 1 
2-й способ. Проведя касательную А.В, и продолжив ра- 
диусы ОД и ОВ, получим равнобедренный прямоугольный тр-к 
ОА,В,, у которого высота ОК = Ю, а вписанный в него круг бу- 
дет вписанным и в сектор, Высота ОК = Ю. Из равнобедренного 
прямоугольного тр-ка А.ОК, у которого А.К = ОК = КЮ, на- 


ходим: 4,0 =КЮу2. 
Проведем в точку касания радиус О, = 7х. 
Прямоугольные тр-ки А:ОК и. [ОО,, у которых острый угол 


АОК —общий, подобны. Из их подобия имеем: < 
Ня, 2 откуда Е: = В(У2 —1). 


Е а о 
д От ук УИ +1 


ве ав ое ис 
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3) 1-й способ. Пусть радиус вписанного круга — т. 
Проведем из центра О, радиус О.Г. в точку касания. 
В прямоугольном тр-ке ОО; угол ГОО, = 60°, гипотенуза 
ОО, = ОК — О.К = Ю —›, катет О,[. = г. Имеем равенство (зад. 67): 


ОЕ СОАУ 3, или т = т ‚ откуда 


КУЗ. АЗ) уз 
2+ УЗ (2-3) (2—3) 
2-й способ. Проведем касательную А.В, и радиус О.Ё =т 


в точку касания. Из прямоугольного тр-ка А.ОК, у которого угол 


120° | 
А,ОК = > = 60°, находим: А.К = ОК УЗ = УЗ, А0=20К=2Е 


= В(2—УЗ)УЗ = КИЗ — 3). 


(зад. 67). 

Прямоугольные тр-ки А.ОК и ОГО, у которого’ острый 
угол А,ОК — общий, подобны, и на основании этого подобия 
напишем: 


0. _ 00 


да. 
дк О, а де 
г 
КЗ _ 2 —3)13 ро УЗ)уЗ или КОУЗ —3) 


= 
‚ 2-73 (2413) (2 —13) 


183. 1) Опустим из вершины Е высоту ЕР. Отношение пло- 
АР.ЕЕ. АС.ВР 
а 


щадей тр-ков АРЕ и АВС равно ‚ или 


АР.ВЕ: АС. ВР (1), 


Так как прямоугольный тр-к АВР, у которого острый 
угол А = 45°, равнобедренный; т.-е. ВР = АР, то отношение 
АР.ЕЕ:АС.ВР примет вид ЕЁ: АС (2); но БЕ = АЕ (ибо и пря- 
моугольный тр-к АЕЁЕ — равнобедренный); а потому отношение 
ЕЕ: АС перепишется в виде АЕ: АС (3). 

На основании теоремы: „высота прямоугольного треугольника 
есть средняя пропорциональная между проекциями катетов“, 
напишем: 


ВЕ* = СЕ.АВН; но ВЕ = АД; следовательно, 

АЕ =СЕ.АБ, или АБ = СЁ, тле АС =2АР. 
Окончательно отношение (3) для площадей тр-ков АДЕ и 
АВС перепишется так: АР:2АЁ или 1:2. 
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2) Опустим из вершины Е высоту ЕЁ на сторону АР 
тр-ка АРЕ. Отношение площадей тр-ков АРЕ и АВС равно 
ар.6Е:АС.ВО. 
Из прямоугольного тр-ка АВР (с углом А = 30°): Ар= ВРУ 3 
(зад. 67) (1); из прямоугольного тр-ка АЕЕ находим: АБ = 282; 
из прямоугольного тр-ка АСЕ имеем: 


АЕ 2 4ЕЕ 


АС =2СЕ =2. ‚или АС = _^ .2ЕЕЁ= (2). 
УЗ УЗ УЗ 
Подставив в отношение АД.ЕЕ:АС.ВР значения Ари АС 
4ЕЕ 


из (1) и (2), получим ВРУЗ.ВРБ: р. .ВР; по сокращении по- 


лучим отношение: 3:4. 
Это и есть искомое отношение, 
734. Пусть ОЕ = х, ОБ = 39 —х. 
Проведем радиусы ОА и ОС и высоту ЕР; тогда АВ = 
мета а см. 
2 2 
Из а тр-ков ОАЁ и ОСЕ имеем: ОА*=ОЕ*-| АЕ®, 
или А = (39—х,/2 +7? и 06? = ОЕ? - СЕ», т.-е. В = х4- 20%; 
следовательно, (39 — х} - 7? = х* + 202, откуда х = 15; подставив 
значение х в выражение А” = х? -| 20, найдем: А? = 625. 
Искомая площадь круга: пЕ? = 625т см. 
Условия задачи (числовые) не допускают положения центра 
вне данных параллельных прямых. 
985. Площадь фигуры, ограниченной тремя дугами, состоит 
из равных площадей 3-х сегментов и площади равностороннего 
тр-ка АВС. . 


Площадь каждого из сегментов равна (зад. АВ ы о Зи 3) 
(хорда АС равна радиусу, т.-е. АС — сторона правильно т 
ного 6-угольника), площадь равностороннего тр- ка равна ^° УЗ. 

Искомая площадь и: равна 

< уЗ+3.1 и ии, 


Радиус круга, вписанного в фигуру, ограниченную тремя сег- 
а 
уз 
величина же КМ есть разность между радиусом ВМ круга и его 


апофемой ВК, т.-е. и УЗ (радиус круга равен а — стороне 


ментами, ОМ =ОК {+ КМ; ОК — апофема тр-ка и равна >. 


10 


ес 


2 Ни 


мешке. 2 сл ыы 


правильного / б-угольника, а апофема ВК найдется, как высота 


правильного тр-ка АВС со стороной а, именно с УЗ). 


| а а а 
Итак, ОМ =ОК+КМ И 3+ @ Е У 3) = о (3—3). 

386. Пусть АЕ = 8 см, ЕР = 6 см. 

Из прямоугольного тр-ка АЕР находим АР-=У АЕ* + ЕР? = 
= ИЗ? - 6? = 10 см. | 

Проведя медиану ЕЁ из вершины прямого угла, найдем, | 
что ЕЁ = > == > =5 см (зад. 228). Но ЕЁ = АВ, так как между 
двумя равными и параллельными отрезками ВЕ и АЕ лежат 
отрезки тоже равные и параллельные; значит, АВ = 5 см. 

Из прямоугольного тр-ка АЕР найдем высоту ЕН, как вы- 
соту из вершины прямого угла: АР. ЕН = АЕ.ЕР, или 1090.ЕН = 
=8.6, откуда высота ЕН = 4,8 см. 

Из прямоугольного тр-ка АВС найдем отрезок АС: 

АС = УАВ— ВС? = у5— 4,82 = 1,4 см; 
отрезок СР = АР— АС „= 10— 1,4 = 8,6 см. 
Диагональ ВР определим из прямоугольного тр-ка ВСР: 
ВР = УВо*-- С = У 4,82 + 8,62 = 97 см. 

Большая диагональ АС =х найдется из равенства (сумма 
квадратов сторон параллелограма равна сумме квадратов диаго- 
налей): 2 (5? -{ 10°) = х* -| 97, откуда АС =х=У 153 см. 

181. 1) Пустьугол ВАС =15°, тогда угол АВС =90° — 75° =15°. 

Пристроим к тр-ку АВС такой же тр-к А,ВС, как показано 
на чертеже. Угол А,ВА = 30°. Равнобедренный тр-к А.ВА рас- 
сматриваем, как !/. правильного вписанного 12зугольвика, в ко- 
тором В— центр, АВ — радиус, а АА, — а,, — сторона его. 

Сторона правильного вписанного 12-угольника равна 


У 2 ИЗ (зад. 530); следовательно (заметив, что х = с, где с— 
гипотенуза), катет. АС = —- И2-- УЗ, катет ВС=У АВ"— АС*- 


АС. ВС 


= и 2 и р -ио ЧИ 3; высота СР = 
4 2 АВ 


(из равенства АВ.СР=АС. ВС); т.-е. 
о и. Г 
ОР ен 3: ИО ИЗ Сы 
2 у 2 У 4 


Упражнение. Рещить эту задачу, разделив угол ВАС=75° 
на 2 угла: 15° и 60°, 45° и 30°. 


1 А 


2) Пусть угол ВАС = 67°30', тогда угол АВС =90?— 67°30' =22°30'. 
Пристроим к тр-ку АВС такой же тр-к А.ВС, как показано 


_ на чертеже. Угол А.ВА = 45°. 


Равнобедренный тр-к АВА рассматриваем, как '/, правиль- 
ного вписанного 8-угольника, в котором В — центр, ВА — радиус, 
а АА, — а, — сторона его. 

Сторона правильного вписанного 8-угольника равна (зад. 530,) 


а :2 — 12 ; следовательно (заметив, что 7=с, где с — гипотевуза: 
и 


катет Ас = И2—У2; катет ВС= УАВ*— АС? = 
ре Ва с :/ 
-Уе-е-ул---Узчу2. 
Высота СР = И У2 . х 5 У2+У ы и? 


(пользуемся равенством СД. АВ = АС. вс.” 

138. Из зад. 701, напишем зависимость между сторонами 
прямоугольного тр-ка и радиусом вписанного круга. Пусть аи 2-— 
катеты, с—гипотенуза и х—-радиус вписанного круга. Тогда 
г = “+. : ‚ откуда а 6 = 27--с=2.6--50 = 62 см. Полагая 
а=х, а, следовательно, 6 = 62 -— х, составим ур-ие: х? -{ (62 —х) = 
=50* и перепишем его: х*—62х--672=0. Решив это ур-ие, найдем 

х = 31 + 17; х, = 48 см, х, = 14 см. 

Итак, один катет— 48 см, второй — 14 см. 

989. Пусть АВ =а, СР =Ь, радиус круга О обозначим че- 
рез ^, круга О, — через х. 

Соединим центры прямой ОО,. Проведем в точки касания 
радиусы ОА, О.В, ОС, 0,0; прямую АЕ — параллельно линии цент- 
ров до пересечения с продолженным радиусом О.В; прямую ОБ, 
параллельную внутренней касательной СД, до встречи с продол- 
женным радиусом О.Р. 

В прямоугольном тр-ке АВ катет ВЕ =оО,Е— ОВ = 
=ОА—О,В =К—х, катет АВ = а, гипотенуза АР=ОО,. Имеем: 
АР? = АВ -- ВЕ? = а | (Ю — х}. 

В прямоугольном тр-ке ОО,Е гипотенуза ОО, = АЕ, катет 
ОЕ = СР = 6, катет О.В = РЕ-+ Ор =0С-+ ОР =К- г. Имеем: 


00? = ОЕ* + О.Е, или 2+ (В — = (К +7 откуда 


а? — 53 = 4Ю7 =2К.27. 
190. Сторона правильного вписанного 15-угольника стя- 
\®) 


гивает дугу т = 24°. Рассматриваем лугу, как. разность 


60° — 36° = 24°. 


ыы в — | 


Отложим последовательно дуги АВ = 24° и ВС = 36. Дуга 
АВС = 24° -|- 36° = 60°. Проведем диаметр ОС и хорды АВ. ВС. 
АС, АР и ВО. В полученном 4-угольнике АВСР стороны: АВ = х; 
ВС =‘аб = > (ИЗ — 1) (ВС стягивает дугу 36° = о ); РбС=2'; 
АБ =а.=хуУЗ (дуга АР равна разности а и дуги 
АВСл.-е. 180° — 60° = 120°); диагонали: АС = а, =7, 


нь а я Е 

рв= и 5—1 = 2У10+2И5. 
Применяя Птоломееву теорему, напишем: АВ. РС-+-ВС.АР=. 
= АС.РВ или х.2у-- : (У5 —1).хуЗ И у5, откуда 


гы 1 (10-2 У5 + УЗ — у!5). 


191. Опустив высоту ВЕ на сторону АС, заметим, что пря- 
моугольные тр-ки РСЕ и ВСР подобны, так как Д ВСЕ = Д ЕСБ, 
как вертикальные. 

Из их подобия имеем: Зе 6Р. Определим ВЕ, Ср иСР. 
ВЕ СЕ 


ВЕ 


Высота ВЕ найдется из формулы: 3 -=5, где АС=14 см; 


площадь же 5 определим по формуле $ = Ур(р — а)(р—6)(р— о, 


при чем р = а ва 21 см, т.-е. 


$ = УЗ — 13) (21—14) (21 15) = У21.8.7.6= 84 см. 


14.ВЕ 


Итак, - — = 84 см, откуда ВР = 12 см. ОтрезокСср=АР— АС; 


АД = —— = —— =7см; АС определится из пропорции (свойство бис- 


сектрисы) 22 = = или, заметив, что СС= АС—АС=14 см-— АС, 


ВС 
АС 13 
АВ=13 см, ВС=15 см, перепишем: — = —_‚ откуда и опре- 
14— АС 15 к. 
13 13 1 
делим АС = р см. Итак, СО = АР-- Аб =1— у =—— см. 
Отрезок СЕ = Аб — АД; но АС = 13/, см (определено выше), 
а АР определится, как катет прямоугольного трка АВР, у кото- 
рого катет ВЕ = 12 см (определено выше), а гипотенуза АВ = 13 см, 
т.-е. АА = УАВ — ВЕ? = /13*— 128 = 5 см. | 
Итак, СЕ = Аб — АБ=3|,—5 = 3, см. 
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РЕ 
Подставим числовые значения в пропорцию РЕ“ } 


именно ОЕ :12 = '/.:3]/„, откуда ОЕ = 4 см. 
19%. Хорда АВ, стягивающая дугу 30°, есть сторона пра- 
вильного вписанного 12-угольника и равна (зад. 530,) И2 — ИЗ. 
Хорда ВС, стягивающая дугу 90°, есть сторова вписанного 


квадрата и равна гУ2. Хорда АС, стягивающая дугу АВС, равную 
120° (сумме дуг АВ и ВС), есть сторона правильного вписанного 


тр-ка. и равнахуЗ: 


Площадь тр-ка АВС определим из формулы КЮ = те | 
абс И2 Изо тИ2 ИЗ 
откуда $ = о, т.е. $ = в 
Ул 4® 4х 


= У —6УуЗз, или 5 = в — УЗ) (зад. 530, указание). 


АВ ВС 
193. Пусть = . Если положить АВ=а, ВС=х, тогда 
ВС. АС 
Аб=а-х,и пропорция перепишется так: Н.Л Получаем 
| ха-х 


квадратное уравнение х?-- ах — а*=0, решив которое, найдем 
вс-х- 5 (5 1), АС = т (Иб-п= ое У5). 


Площадь фигуры АКВМСМА состоит из суммы площадей 
двух полукругов АКВ и СМВ без площади полукруга АМС. 
Площадь фигуры ВМСМ АГ В равна сумме площадей полукру- 


гов АМС и АЁВ без площади полукруга ВМС. 
2 


та 
Площадь круга равна 
Площадь фигуры АКВМСМА равна 


| а Я НО лы — 
би Е бр 
2 4 : 2 24-4 4 Ра. д а 


а 
4 2 
Площадь фигуры ВУСМАГВ равна. | 
Я В АГ жи Е аи 
ла 26 с 263 =И5—-- = ( бе 
о ое 
заб: ит > 


— 150 — 


=? 
а 
Таким образом соотношение частей площади круга" д та 
ково же, что и соотношение частей диаметра а. 
1 994. По теореме «суммы противоположных сторон описанного- 
4-угольника равны между собой», имеем: ВС -- АР =АВ-- СРВ = 
= 15 + 15 = 30 см. Высота ВЕ трапеции равна диаметру КР =8 см. 


Из прямоугольного тр-ка ВЕР имеем: ВР = У ВЕ*+ Е[% но 
ВЕ = 8 си, а ЕР- АР 9-9 
и АР состоит из 4 отрезков попарно равных АЕ=ЕР и ВС=ЕЁ; 
следовательно, отрезок ЕД = ЕЁ -- ЕР равен полусумме основа- 
ний). Итак, диагональ ВР =У ВЕ? + ЕР? = У 8*-{ 15*=17 см. Круг, 
описанный около тр-ка АВР, пройдет и через вершину С трапе- 
ции, ибо: 1) около тр-ка АВР можно описать только одну ок- 
ружность, а 2) описав окружность вокруг трапеции АВСР, мы 
тем самым опишем окружность и около тр-ка АВР. 


= 15 см (сумма оснований ВС 


Искомый радиус найдем по формуле К = т (радиус ок- 


ружности, описанной около тр-ка, равен произведению двух сто- 
рон его, деленному на. двойную высоту, опущенную на третью 
р РД о ЕЕ 
_ сторону), т.-е. К = 2 ВЕ = 08 > 15 [в см: 
195. Пусть радиус. круга —К, Д АОВ = 150°. 
Опустим высоту АС на продолжение радиуса ОВ. В ме 
АОС угол АОС = ео 30°; а 


катет ОВ 5 Е] В п 3 (зад. 67). ь 
_Из тупоугольного тр-ка АОВ определим сторону АВ по 
теореме: «квадрат стороны, лежащей против тупого угла, равен 
сумме квадратов двух других сторон, плюс удвоенное произ- 


ведение ‚основания на отрезок от вершины тупого угла до 
высоты», именно АВ* = О.* -|- ОВ? -- 20В .ОС, или АВ*= К* | В -{- 


+28. > ИЗ- Ю\2 + УЗ), откуда АВ = КУ? +ИЗ. 


Хорда —. 30? есть сторона правильного вписанного 12-уголь- 
ника, как стягивающая дугу в '/1. окружности, и равна (зад. 530.} 


КУ —УЗ. 
Следовательно, хорда — 150° без хорды — 30° = 


Ву Эли к, ИНЬ ив =" 2 Вуд, а это. 


есть выражение стороны вписанного ЕК т.-е. хорды < 90°. 
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196. Пусть высота АР = — АС =1. 

Площадь сектора равна половине произведения дуги на 
радиус; следовательно, площадь сектора АОВС = 5 ; пло- 
щадь сегмента АВС равна разности площадей нь АОВС итр-ка 
ОВ ты —АВ.К _ ОВ. АР _-АВ.ЮК _ К.1 _ 48 —0. 

2 2 2 2 
_ВС.Ю слав. ——АС)К _ 
2 


Площадь сектора ВОС равна 7 


Ю » 
=-—-(-АВ—(. 
5. ) 


Следовательно, площадь сегмента АВС равновелика площади 
сектора ВОС. 

Примечание. Высота АР меньше хорды АВ (катет АР 
меньше гипотенузы АВ), а хорда АВ меньше дуги АВ; следова- 
тельно, дуга АС, равная по длине прямой АД, меньше дуги АВ, 
и точка С лежит между точками А и В. 

191. Продолжим АВ и СР до взаимного пересечения в точке Е. 

Пусть площадь ‘тр-ка ЕВС —Р, трапеции ВММС — их, тра- 
пеции АММР — тх, ВС = 6, Ар=а, ММ=у. 

Площадь тр-ка МЕМ равна Р-{ их, тр-ка АЕР равна Р-+-тх-их. 

Тр-ки МЕМ и ВЕС подобны; из их подобия вытекает про- 


2 —— 
порция и = Е ‚производная пропорция будет а С =: = 
‚9547 АХ 
к. О дли НС . (1). 
р? т 6? 


Тр-ки АЕБ и ВЕС подобны, и из их подобия следует: 
Р+тх-пх а 
Р 6 
Р+тх-пх—Р _ а? — 6? тх их о 2—9 
"- == т или г тт (2). 
Разделив производную пропорцию (2) на (1), получим 


ти 4* — 6 
по упрощении; — Ее 
п 


а производная пропорция будет: 


;- ры 
Перепишем равенство так: 
(а* — 6%)" / па? -- тё? 
2 62+ и 
7 о т-и Е ти 


198. Пусть искомый радиус — 7. 
Проведем радиус О.Е в точку касания. В прямоугольном 
тр-ке ЕО,В угол ЕВО, = 30° (ДАВС = 60°), катет ЕО, = 7, гипоте- 
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нуза ВО, = ВР — 0,2. Высота ВР равна ы УЗ (как высота рав- 


ностороннего тр-ка). Отрезок О,Р состоит из двух ‘отрезков: из 
О.К и КР; О.К определяется, как высота равностороннего тр-ка 
0,0.0,, стороны которого ОО», ОО; и 0.0; равны каждый 27, 


те О = С ИЗ =7ИЗ3З; отрезок КР равен радиусу круга О.Г, 


т.-е. равен т. Итак, 


а 
ВО; = ВР — 0,2 = ВР —(0К +КР) = 5 УЗ —( УЗ +7) = 


_ @У3 — 27У3 —2^. 
-% 2 
Из прямоугольного тр-ка ЕО, В, с острым углом ЕВО, = 30°, 


11 273 —- ЭРИЗТЕЕ 2 


г ИЛИ = 
и. Ра 2 Г 


у у у 


и У 20 О ИИ 


199. Площадь фигуры ВВМЕ (защтриховано) равна площади 
сектора АДМЕ без суммы ромба АОВО, и двух секторов ОВ 
и О,ВЕ. 


В ромбе АОВО, диагональ ОО, = т; следовательно, Об =0,С= ыы 


имеем (зад. 67): БО, = 


а потому в прямоугольном тр-ке АОС, в котором гипотенуза 
АО = г, а катет ОС = ть угол ОАС = 30°; значит С ОАО, = 60°, 
Д АОВ = 120°, и диагональ АВ = а =х\УЗ. 

Площадь ромба равна половине произведения диагоналей: 
‘ 00,. АВ _ г.?УЗ ВУЗ: 

2 2 

Площадь сектора ОДВ; у которого дуга РВ = 60° (так как 

‚угол РАМ = 30° и измеряется половиной дуги ДВ), равна 


ты о = = ; сумма площадей равных секторов ОРВ и О,ВЕ 
ти ти 

равна 2 ‘или ; 
6 3 


‚Площадь сектора АРМЕ, радиус которого АД равен диа- 
метру круга 27, а угол РАЕ = 60? (выведено выше), равна 
60 
2 


НеКо ь 
Е 
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+Итак, площадь (заштриховано) фигуры ВОМЕ равна 
2 ты т Е ОИ 
==” — (— УЗ = —-— УЗ. 
3 ( а мы 3 ) 3 2 у 
Площадь сегмента АКРОВ равна площади сектора ОАКОВ плюс 


площадь тр-ка АОВ. Площадь сектора ОАКРВ равна Е п’? (дуга 


| АКРВ равна 240°, так как—указано выше — угол АОВ, а, значит, 
‚и дуга АО,В равны а р тр-ка АОВ равна по- 


Вы 
`ловине площади ромба: — :-- уз и Е Значит, площадь 


‚ сегмента АКДОВ равна р. ++ С У 9: 


Искомая площадь овала состоит из 2-х равных фигур ВРМЕ 
и АМРО и двух а сегментов АКРОВ и АГЕЕВ, т.е. 


172 т Е. 2 И г 
2" > уз МЕ -т® туз) 257 5 
Периметр овала состоит издвух равных дуг КД и МГЕ, содер- 


жащих по 120° (Д 902 = Д АОВ = 120°), и двух равных дуг МЕ 
и @РМ с радиусом 27, т. к. радиус дуги ВЭ = 27, и дугой 60°, 


т. к. центр. угол @ВМ == 60°, т.-е; 2. == 2 ыы 56 ВО 


800. Площадь 4-угольника состоит из площалей АВС и АСР, 
определяемых по формуле $ =Ур(р— а) (р —6)(р— 5). 


Площадь тр-ка АВС (р = ак > ко = 84) равна 
= У 84(84 — 48) (84-57) (84—63) = (84. 36.27.21 = 756 УЗ. 
Площадь тр-ка АСВ (р = аа = 108) равна 


5, = и 108(108—63) (108 80) (108—73)=И 1108.45.28 .35=1260у3. 
Площадь 4-угольника АВСР равна 
5, + $, = 756У 3 - 1260 УЗ = 2016 уз. 


Для определения диагонали ВР проведем перпендикуляры 
ВЕ и РЕк АС, а РС — параллельно АС. 


Высота ВЕ определится из равенства 


со СВЕ 5, рае = — 756 ИЗ. откуда ВЕ = 243, 
« 


2 


Че 


Высота ДЕ определится из равенства! 


АС . РЕ аи 63 ее ое 


Искомая диагональ ВР определится, как гипотенуза прямо- 
угольного тр-ка ВСР, у которого катет Вс = ВЕ + ЕС = ВЕБЕ = 


= 2473 -- 4073 = 6473, ‘а катет СР =ЕЁ = АР — АЕ. 
Отрезок АЕ = И42*—РЕ? = 80*— 40*.3 = 40, 
отрезок АВ = ИАВ*— ВЕ? = И 48*— 242.3 = 24. 
Значит, СР = АЕ-—- АЕ = 40—24 = 16. 
Итак, диагональ ВО = У ВС? + 620? = У 64. 3+ 16° = 
= И 162. 42.3 - 16? = И 1824.3 = У18. 49 - 16.7 = 12. 
Примечание. ол ВАС = 60°, так как АВ = 48 вдвое 
больше катета А 24. Угол САР = 60°, так как АД = 80, а ка- 
тет А = 40 (зад. 67). 
801. Проведя хорды АД и ВС, получим тр-ки АМР и ВМС 
подобные, так как Д М — общий, а углы САБ и РВС равны, как 
влисанные в одну дугу СР. 
Из подобия этих тр-ков имеем: 
МС _ ВС ЧАТА. У 246. 
МО‘ 45 Уд В 2-м 205 
Пусть МС = 6х, МР =5х; АМ = АС-- МС =Т- 6х. Из пря- 
моугольного тр-ка АМД (угол АДМ, как смежный прямому углу 
АРВ, прямой) имеем: АМ? = АД? + М2?; (АР = 252 — 15? = 400), или 
(7 -- 6х)? = 400 -| (5х)?. Перепишем ур-ие`в окончательном виде: 
112 - 84х —351`= 0, откуда х = 3; СМ = 6х = 18; РМ = 5х = 15, 
802. Опустим высоту ДЕ; так как д, А = 180°—ДВ—ДС= 
= 1805 — 75° — 60° = 45°, то прямоугольный тр-к равнобедренный, 
и АВ = ВЕВУ2. Из прямоугольного тр-ка ВЕС, с углом С = 60°, 


ВС ау3 
и Я 


имеем (зад. 67): ВЕ = . Следовательно, 


АВ = ВВУу? - — ур = т 


Сторона АС = АЕ -|- ЕС; но АЕ = ВЕ = с. ‚аРС= с = 5 


(зад. 67). Следовательно, АС = АЕ+-ЕС = “УЗ Е > — 5 (УЗ +1): 


№ 


о НВ 
| 


° Л 803. Пусть основания АВ-6, Ср-а, АС = ВР = т. По 
_ свойству описанного 4-угольника, АВ--СР=АС--ВР, или а-- 6 =2т, 
откуда АС =т=“ т р Опустим высоту АЕ. 


СР-ЕЕ, СР АВ, @в—68 
2 2 2 
Из прямоугольного тр-ка АСЕ имеем: 
АЕ = АС? — СЕ? = Е - = " — а. 


— 


Отрезок СЕ = ЕР = 


Но катет АЕ равен диаметру; следовательно, диаметр круга, 
вписанного в равнобедренную трапецию, есть средняя пропорцио- 
нальная между основаниями. 

804. Дуга САКВР равна 180? — я®. 

Искомая площадь ‘части круга равна разности сегментов 
САКВР и АКВ. 

Проведя диаметр ДЕ и хорду СЕ, видим, что дуга ЕС равна 
180? без дуги САКВР, т.-е. 180 — (180° — ”°) = и°, или дуге АКВ; 
следовательно, искомая площадь равна разности сегментов СКО 
и СМБ. 

Площадь сегмента СКД равна площади оеторв оСКр без 
площади тр-ка ОСР. 

Площадь сегмента СМЕ равна пдоати сектора ОСМЕ без 
площади тр-ка ОСЕ. 

- Искомая площадь равна: пл. сектора ОСКР —- пл. тр-ка ОСБ — 
— (пл. сектора ОСМЕ — пл. тр-ка ОСЕ) = пл. сектора ОСКО — пл. 
сектора ОСМЕ — пл. тр-ка ОСР + пл. тр-ка ОСЕ. 

Но площади тр-ков ОСР и ОСЕ равны, ибо у обоих равные 
основания ОД = ОЕ = ги общая высота (ибо у них общая вёршина). 

Итак, искомая разность сегментов СКР и СМЕ равна раз- 
ности секторов ОСКО и ОСМЕ, т.-е. 


180—117. .. 90—л 
т. — = т” я 
360° 360° 180 
805. Пусть прямой угол разделен прямыми АД и АЕ на 
90° 


равные углы, т.-е. Д ВАР = Д РАБ = Д БАС = ты 30°. 
Тр-ки ВАР и ВАС равны, так как АВ = АС (по условию), 
ДВ= /С= 45°, а д ВАР = [ВАС = 30°. Следовательно, Вр= ы 


Так как катеты АВ= АС, а гипотенуза ВС=а,то АВ= АС = 


у 
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Опустим перпендикуляр ЕЁ на катет АС. Прямоугольный 
тр-к ЕЁЕС равнобедренный, ибо ДС = 45°. | 


Обозначим ЕЁ = ЕС = х, тогда искомая ЕС =ХУ 9. 

Из прямоугольного тр-ка АЕБЁ, где` катет ЕЁ =х, а 
Д ВАР = 30°, имеем (зад. 67): АЕ = ЕЕУ З=хУЗ. 

Прямая АС = АЕ-+ ЕС =хИзЗ+х=хИЗ+ |). 

‚а а 
уз У 2(УЗ+ 1} 
И 2 И 
У (УЗ УЗ. 

= и 3—1); значит, и ВР =ЕС = : СЗ 


Следовательно; х(/ 3 +1) = ‚ откуда х = 


а искомая ЕС =хИ 2 = 


Величина РЕ= ВС — (ВО + БС)=а—а(у 3— 1) =а(2-—У 3). 

806. Докажем раньше, что МР = СР. 

Угол РМС (составлен двумя ‘пересекающимися хордами КР 
и АС) измеряется полусуммой дуг АК = 90° и ВС; угол МС 
(составленный касательной СР и хордой АС) измеряется полови- 
ной ‘дуги АВС или полусуммой дуг АВ = 90° и ВС (дуга АВС 
состоит из 2 дуг— АВ и ВС). Следовательно, углы ВМС и МСБ 
равны, а потому (в тр ке МСО) равны и прямые МР и СР. 

Пусть МР = СР=х. | 

Проведем радиус ОС в точку касания. В прямоугольном 
тр-ке ОРС катеты ОС =», СР = х, гипотенуза Ор=оОМ + МР= 


=: : + х. Имеем: ОС? -- СР? = 01%, или 2-х? = ( : -- х)*; послед- 


нее ур-ие упростим’ и получим х = 3/7. 


т у 3 5 
Искомая ОР = ОМ + МР = р и = —Х. 
ый 2 и 2 3 4 4 
807. В п-угольнике всех секторов и. Пусть искомый ра- 
24п — 44а 
диус секторов —7. Дуга (угол) каждого сектора равна 
п 


(сумма и углов правильного и-угольника равна’ 24и — 44). 


ти 8, 
Следовательно, площадь одного сектора (по формуле $= о 
ти? 2ап — 44 
равна а сумма площадей всех и секторов равна 
И . 


и. ®Й. 24—44 пи 2), 
44 п 2 
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Радиус круга, касающегося м ОК = Е АК=Ю— и. 
Площадь этого круга равна п(АЮ — "}*. 


Составим равенство: к “— ЕЕ г (Ю — г), или, сократив обе 
части равенства на т и извлекши квадратный корень,— 
И В откуда = КУ? 
и Уй—2-У2 
К КУ? 
При 1) л=4, х=—; 2) п= Ют=- = 
ео ее. Уз +У2 
Е р ОЕ 
ИУ. 3° И8+УИ2 ЗИ2+4У2 4 


808. 1-й способ. Построим Д АВЕ = Д ВАЕ = 15°; полу- 
чим равнобедренный тр-к АВЕ, у которого ВЕ = АЕ. Угол ВЕО, 
как внешний, равен Д ВАЕ - Д АВЕ = 15° -| 15° = 30°. В прямо- 
угольном тр-ке ВЕО, с. острым углом ВЕО = 30°, гипотенуза 
ВЕ=2.ВО (зад. 67); но во-”,, следовательно, ВЕ = 2.» Вр, 
т.-е. меньшей диагонали. 

Обозначим сторону ромба через а, ббльшую диагональ АС = Р, 
меньшую ВД = 4; тогда и ВБ = ВР = 4. 

Равнобедренные тр-ки АВС и АВЕ, имеющие одинаковые 
углы (15°, 15°, 150°), — подобны, и из подобия их следует: 

АС _ АВ м р а. 
АВ АЕ’ 


2-й способ. Если опишем окружность из вершины А, как 
из центра, радиусом АВ =а, ыы т будет стороной правильного 
вписанного 12-угольника (30° = */.„.360°). По зад. 530,, 

аз-тУ 2— УЗ, те. а УЗ. 

тт нае окружность из вершины В, как из центра, 
то АС будет хордой, стягивающей дугу в 150”, равную (зад, 795) 
И2 УЗ, т.е. Аб=а\У2 + УЗ (2), 

Перемножив равенства (1) и (2), получим ВД. АС = а*, т.е. 
Ра = а, или ат. у: 
а а 


|. 
809. Пусть их Т; но Вб = ОЕ; следовательно, а { 
Не гот ИЕ Зы 
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С устим высоту ВЁ на основание АС. Тр-ки АВС и ВРЕ 
Вы в РЕ 


подобны, так как ДЕ! АС. Из подобия их имеем: = ‚ или, 
ВЕ АС 

| й п 

обозначая ВК через й, В2—Н, перепишем: — =-—; составим 
т 

из последней пропорции производную пропорцию, вычтя каждую 

й И Н— А 
часть равенства из 1; получим р - | — — или == 
т— п КИШ --иИ 
= ‚или = { 
ВЕ т 


Площадь параллелограма равна ЕС. КГ, или ОЕ.КГ; 


АС.ВЁ > 
площадь тр-ка АВС = . - Отношение их площадей равно 


рек. АС-ВЕ > РЕ-КЕ,, ВЕКЕ, Поти Ю 
2 АС. ВЕ АС ВЕ т т т? 

810. Пусть АВ =: 13 см, АС = 14 см, ВС = 15 см. 

Опустим высоту ВЁ и определим величину ее. 

Площадь тр-ка АВС равна: $ = Урр—а)(р-— 6) (р— 5), или 


_ АС.ВЕ _ 14. ВЕ 


$5: : =7.ВЕ см*. 


По формуле 5= Ирр— а) (р— 5) (р— с), после подстановки 
ОИ о рае — 

Следовательно, 7. В = 84, откуда В -=12 см. Отрезок 
ЕС = У Вб*— В12 = И 15—12 9 см. 

Прямоугольные тр-ки ВС и ВЕН подобны, а потому напи- 


= 21, получим $ = 84 см. 


НЕ ЕН НЕА 21 

шем пропорцию: ^^ = ‚ или = ‚ откуда НЕ = _ см. 
и ат и 4 

Так как ДЕЕ равнобедренный тр-к, и высота делит осно- 
РЕ 21 


вание пополам, имеем: НЕ = т: откуда РЕ = 2НЕ = ы см. 


Тр-ки АВС и ВЕР подобны, так как РЕ | АС, а потому имеем 
пропорцию: . 22 или И 
ВЕ АС ое 


Искомое расстояние между основаниями тр-ков 
КЕ = ВЕ - ВК =12—9=3. см. 


$11. В подобных многоугольниках углы равны, а сходствен- 
ные стороны пропорциональны. В данном случае, когда даны 


‚ откуда ВК = 9 см. 
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ромбы, нужно доказать что углы равны (ибо отношение зторон— 

° величина постоянная для двух ромбов). Рассматривая 4-уголь- 

_ ник АОВК, у которого д ОАК и ДОВК прямые, заключаем, что 
"[ АКВ-+ д. АОВ =24 (сумма углов 4-угольника равна 44). Но 
угол АОВ равен углу РО ромба внутреннего; следовательно, угол 
внутреннего ромба МКР = 24 — Д КРО равен углу внешнего ромба 
АКВ = 24— / АОВ. Значит, углы ромбов равны, а потому ромбы 
подобны. 

Площади подобных многоугольников пропорциональны квад- 
ратам сходственных сторон.'В подобных ромбах стороны про- 
порциональны высотам (доказать легко, опустив высоты и срав- 
нив отрезанные подобные прямоугольные тр-ки); следовательно, 
площади подобных ромбов пропорциональны квадратам высот. 

Сторона внутреннего ромба равна половине диагонали пря- 
моугольника (что следует из подобия тр-ков АСВ и АКМ), т.-е. 

1), ИЕ. 

Площадь внутреннего ромба равна ЮР. М5 =1/, уа?+ №. М$ 
(М5 — высота ромба). С другой стороны, площадь ромба равна 
половине произведения диагоналей (зад. 594). Диагонали же внут- 
реннего ромба МР и КЯ равны сторонам а и 6 прямоугольника. 


$ аб 
Следовательно, площадь внутреннего ромба равна 


аб 
Ие-+ в. 
Высотой внешнего ромба будет диагональ прямоугольника, 
равная Иа? - 52. 
Отношение площадей этих ромбов равно 


аб $ 226? 
- а 62 = —-. 
| уаз: у (ея 
812. Получились 4 фигуры: АМВ = СМР, ВМС и АМБК. 
Площадь фигуры АМВ равна площади фигуры АРВ без пло- 
щади тр-ка АМО, площадь же фигуры АВВ равна сумме площа- 
дей сектора АОВ и тр-ка ВОР. . 
Итак, площадь фигуры АМВ = пл. сектора АОВ -|- пл. тр-ка 
ВОР — пл. тр-ка АМР. | 
Площадь сектора АОВ, у которого дуга АВ == 60°, равна 
кт. О т площадь равнобедренного тр-ка ВОР, у кото- 


360 
вр.0к 1 ком 
. и ы". ©) = 5 . тт 
рого` ^- ВОР = 120%, равна ^^ ая и 


Итак, 5: У? ?. М5 = г ‚ откуда М$ = 


” 


= 
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^ (ВР =а, =тУЗ, как хорда, стягивающая дугу ВСР = 120°, а ОК — 
а 
апофема правильного вписанного тр-ка, равная а ); площадь 


тр-ка АМР, у которого угол АМР = 120°, найдем из сравнения пло- 
щадей подобных равнобедренных тр-ков АМРи ВОР (ибо у обоих 
угол при вершине 120°), относящихся между собой, как квадраты 


2 ъ . 
пл. АМР _ АБ ‚ или пл. АМР: я Уз = 


сходственных сторон: 
пл. ВОР Вр? 


2 
—=47?: 372, откуда площадь тр-ка АМР = У. УЗ: 
ие 


Окончательно: 


— 2 2 2 Е. 
а, ”. 2=-—И3). 


площадь фигуры АМВ = Е : 


Значит, и площадь фигуры СМР = ‚ (2=—У3З). 
Площадь фигуры ВМС равна площади полуокружности АВСР 
без площадей фигур АМВ и СМР и тр-ка АМ, т.-е. 


мн я 7 2 
Е. (2—3 — = (п -: |ИЗ.). 
и [ и УЗИ = УЗ) 


Площадь фигуры АМДОК, равна сумме площадей полуокруж- 
2 
ности ДАКД и тр-ка АМР, т,е. : к > УЗ: = Е (3=-+21у3). 


813. Пусть МЁ: КЁ =т:и, АВ = СР =а, ВС = АД = 5; диа- 
гонали ВР = АС =Р (в прямоугольнике диагонали равны). Из 
подобия тр-ков СЕМ и СВР имеем: о - (1). Из подобия 
| ОЕ МЕ 
тр-ков ВКГ и АВС имеем: 9 = а ВС а (2). Раз- 

ВЕ КЕ ВЕ КЕ 
СЕ МЕ т 
= = = —_,.Т.-е. сто- 
ВЕ КГ. п 
рона ВС разделилась вершиной Г. на части в отношении т: я. 
ВВ 
МЕ 


ср АС 
и во втором (из подоб -ков АСВ и ММО)— у ь 
ром ( подобия тр-ко . ) И 

ср вр 


и (2). `Разделив равенство (2) на (1), получим 
СМ _ МЕ 


МР ММ 


‚ делив равенство (2) на (1), получим: 


(1) 


Таким же образом, в первом случае можно и 27 = 


ИЛИ 


|3 
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Составляя производные пропорции из пропорций . ие 
п 
ов ‚ получим (напр., с: рые. или а "). 
МБ и ВЕ п ВЕ п 
ИЕ ИР, ПЕС ааЬ 
тп т-л тля тли 


Искомая площадь параллелограма КГММ№М равна площади 
прямоугольника АВСД = аб, без площадей тр-ков: 


2 2 
ВКР Ее а ТЫ аб”: _ аб" 
2 тп т-пя ати 2(т - п) 
. 2 
То т оажаь и КАМ “т 
2 ти т-+н ти ти 
Искомая площадь равна, следовательно, 
Ь —| афт? арт? ь. тп. 
(тп "(ти (т - п) 


\814. Пусть АВ=с, ВС=Ь, СБ 4, Ар=а. Проведем, 
ВЕ!Ср; получим тр-к со сторонами АВ = с, ВЕ = СР = 
АБ = АР- ЕР = АД- ВС=а-— 6. 

Определим площадь тр-ка АВЕ по формуле 
$ = Ирр-а@Ф— В ф-— ©), тдер= и е получим: 


= У (са-+а—5) аа 6—с са —а(с-а-а- 6) (1. 


Эта площадь равна АЕ. а 


Е ЙЕ 5. вк, откуда ВК = ты . Искомая площадь трапеции: 
АВ оВС, ис ай 
2 2 а-б 


ее у —о-Ее-а) (а—6-—с-+а) а-—6-+е-—а) (с-а-—-а-Н В). 
тт 

815. По условию, Ор =О.р и АР = БС, т.-е. 4-угольник 
'АОСО, — ромб, у углы О.СР = ОСР = ОАР = О,АБ, обозначим их 
через а. Но РС и ВС касательные к окружности О;; следова- 
тельно, и ВСО, = О.СО =а, и ВАО, = ОгАР = а. 

Пусть искомый угол В = В. тогда дуга АКС = 23 (угол В— 
вписанный), дуга же АВС = 350 —23, т.-е. угол АОС = 360—28. 
Углы тр-ка АВС равны 8-42 ((В=3, ДА= ДВАО, + ДО, АР=2а, 
С = Д ВСО, + О.С =), т.-е. В 42 = 180? (1). Углы тр-ка 


и 
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АОС равны 360°—23 -{ 22(Д АОС =360°—2}3, / РАОб=а, (РСО=а), 


т.-е. 360° —28 | 24 = 180°, или 8 — а = 90°(2). 

Из ур-ий (1) и (2) определяем искомое В (угол А), а именно: 
3 = 108°. 

816. Дано: АС =/, ВР =т и пусть сторона ромба а, Тр-ки 
АВС и МВК подобны, ибо АС | МК. 


Из подобия их имеем: ЛА = р Из подобия тр-ков ВСР и 
АС ВС 
КСЕ (ибо ВР КГ) имеем: Е = =. Сложим эти пропорции 
МК» КЕ „ВЕ КС, 


почленно: Е 
АС ИВОЬ- ВС 


ВК + КС = ВС; следовательно, сумма пропорций перепишется 


а а ВС 
так: —- — = — =1, откуда а = . 
[ НОА = @ и 


но МК =а, АС=!, КЕ=а, ВР=т, 


$19. Пусть АК=МС=их, КР=ВМ=тх, АЁ=ту, ВЕ=лу. 


Через вершину /. вписанного параллелограма проведем вы- 
соту ЯР, которая вершиной Г. разделилась на отрезки @/. (высота 
тр-ка ВЁМ) и ГР (высота тр-ка АГЁР). Прямоугольные тр-ки 


ОВ и АРГ подобны, ибо Д ОГВ = ГД АГР, как вертикальные, 


р 
и из их подобия следует: — = === 


Пусть ЁР = тд, ©Ё = 12. 


Площадь тр-ка АК. = АК .1 ГР _ — ИХ. ТЕ _ ТИХ2 


2 НЯ 
ВМ .@Е 
Площадь тр-ка (ВМ = ы о ЩИ Зажим, об 
разом, очевидно, все 4 тр-ка равновелики и сумма площадей их 
тихг 
равна 4. 5 = 2тих2. 


Площадь параллелограма КСММ равна площади параллело- 
грама АВСР без суммы площадей 4 тр-ков, т.-е, равна АР.РО — 
- 2тпхг.Но АР=АК  КР=пх- тх =х(т- п), Р9=[Р + 9Е = 
== 12 + иг = 2(т -- и); площадь параллелограма АВСР равна 
АР.РО = х(т-п).2 (т п) = хг (т п)». Итак, искомое отно- 

шение площадей параллелограмов КГММ и, АВСО равно: 


хг (т--п)*— 2тпхг з т? +7 : 
хг (т ++ п) (т - п) 
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$818. Проведем биссектрису ВЕ угла АВР. Тогда Д ВВО = 
= Д СВР; следовательно, тр-к ЕВС, у которого высота делит 
угол при вершине пополам,—равнобедренный, и ЕР=рС=3 см. 

В тр-ке АВР, по теореме о биссектрисе, имеем пропорцию: 
—- = ы ИЛИ АВ = ее откуда АВ = 2АЕ: 
веер. 6 

Пусть АЕ = х, тогда АВ =2АЕ = 2х. 

Из‘ прямоугольного тр-ка АВД имеем: АВ® = Ар? -- В2?; 
но АВ =2х, Ар = АЕ {ЕД = х-+ 3 см, ВО =6 см. Равен- 
и перепишется так: (2х)? = (х -{ 3} -| 6?, или, по упрощении, 

—2х — 15 =0. Решив это квадратное ур-ие, получим х = 5 см; 
искомая АХ =х- 3 = 8 см. 

819. Дано: Д АВР=15°; РВС =15°. Следовательно, Д АВС = 
= АВР - д ОВС = 15° + 15° = 90°. Значит, тр-к АВС — прямо- 
угольный. В прямоугольном тр-ке ВОС, у которого Д ОВС = 15°, 
угол ВСР = 90° — 75° = 15°. 
| Пристроив к тр-ку ВСР равный ему тр-к В,СР, как указано 
на чертеже, получаем равнобедренный тр-к ВСВ, с углом ВСВ, =30° 
при вершине. Рассматриваем ВВ,, как хорду круга, описанного из 
С, как из центра, радиусом, равным ВС. По зад. 530,, имеем, 


а. (и 6— И 2); ноа, = ВВ, = 2ВР = 2 см, ‚= ВС. Формула 


ВС 4 
перепишется так: 2 = Иб— у2>), откуда ВС = де 
р т, У 2), отку Уи 

4(У6--И 2). и | 
=Иб-УИ2. 
^ (Иё-И2)(Иб+ и?) 

Определяем отрезок ДС, как катет прямоугольного тр-ка 
ВСР, именно: Рс=у ВС*— Вр =У(У 6 +У 2)*—1=У 7+ 4У 3= 
=2 -- У 3. Гипотенуза АС тр-ка АВС равна: 
ВС? (Уб-+У 2) _8 + 4иЗ 4 
— = - = 4 см. 
Ос ру зу 
АС. ВР _ 4. | 

2 | ; 

820. 1) Проведем ВЕ | АР до пересечения с продолжением 
АС. Угол ВАЕ, как смежный углу ВАС, равен 180°— 120? = 60°; 
угол АЕВ равен углу САР, как соответственный, т.-е. 605; следо- 
вательно, в тр-ке АБВ и 3-й угол АВЕ равен 60°, т.-е. тр-к рав-. 
‘‚носторонний, и АЕ = ВЕ = АВ. 

Обозначим АВ=АЕ=ВЕ=а, АС=5; ВС-=АВ 4 Аб= а+ь: 


АС= 


=2 см. 


_ Искомая площадь тр-ка 
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Вследствие параллельности прямых АРи ВЕ имеем пропорцию: 


Ар АС Ар Ь аь 

— ‚ ИЛИ = ——__, откуда АБ = . 

ВЕ СЕ а аб а-ь 

2) Проведем ВЕ! ДА до пересечения с продолжением ка- 
тета АС. 

Прямоугольный тр-к АВЕ равнобедренный, так как Д ВЕА = 
= (РАС = 45°. Следовательно, АЕ = АВ. 

Обозначим АВ = АЕ =а АС=ф, ЕС= АВ + АС=а-+Ь, 


ВЕ =ау2. 
Вследствие параллельности прямых АД и ВЕ, можем напи- 
АР _ АС Ар _ В аву2 
сать пропорцию: ‚ ИЛИ = — ‚ откуда Ар=-———- 
ов” ЕС’ ау 2 аЬ аб 


3) Проведем ВЕ | РА до пересечения с продолжением АС. 

Угол АЕВ равен углу РАС, как соответственный, т.-е. равен 
30°; угол ВАЕ равен 180° — 60° = 120°, как смежный углу ВАС. Сле- 
довательно, 3-й угол АВЕ тр-ка АВЕ равен 180$ — 120° — 30° = 30°; 
т.е. тр-к АВЕ равнобедренный, и АБ = АВ. 

‚ Обозначим АВ=АБ=а, АС=б; ЕСбС=АБ-- Аб=а+; 
ВВ = АВУЗ =а\З (ВВ рассматриваем, как хорду круга радиуса 
АВ, стягивающую дугу в 120° и равную, следовательно, аа=АВУ 3: 

Вследствие параллельности прямых АД и ВЕ, можем напи- 


Ь 
АР _ Е т АР Ь о м: ИЗ. 
ВЕ "уз Паь а. 
821. Пусть АР =а, ВС =. 
Рассматривая подобные тр-ки АВР и ВОВ, видим, что 


99 = о (1); а из подобия тр-ков АСР и ОСЕ находим, что 
АР вр 
ОЕ Со. р 


Ар АС 


Тр-ки АОД и ВОС подобны, так как Д АОР = Д ВОС, как 
вертикальные, / ВСО = Д ОАРи { СВО = / ОРА, как накрест ле- 


сать пропорцию: 


ро АО 
ие. Из подоб ет: = —— „или, составив произ- 
жащ Из подобия их следу г 2 р 
водную пропорцию ВОВ ао СО т.-е ВР _ АС. 
р СО ООО 


последнюю пропорцию перепишем так: О нач пра- 
Е В и. ) 


вые части равенств (1) и (2) равны между собой, а потому равны и 
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7=6) ОЕ 
левые, именно = —_ ‚ откуда ВО = ОР, т.-е. прямая, прове- 
Ар Ар 
денная через точки пересечения диагоналей параллельно основа- 
ниям, делится в этой точке пополам. 
Тр-ки ОРЕ и ВСР подобны (ОЕ | ВС), а потому напишем: 


ОЕ ор 
—— = 3). Сложим равенства (1) и (3) почленно: 
И РБ (3) р (Т)и (3) 


ЕО ЕЕ ОЕ = ВО + гы и подставим вместо ЕО =ОЕЁ =х, 
АР ВС вр вр 
АР =а, ВС = 6; получим: о РанеНоВ А | 
а Ь вр вр 
Решив это ур-ие, найдем х = в 
а-+ь 
Искомая прямая ЕЁ = ЕО-- ОЕ =2х = ыы 
а-ф 
Примечание. Формула ЕЁ = а показывает, что при 
а 


любой высоте трапеции, но при основаниях а и 6 'прямая, про- 
ходящая через точку пересечения диагоналей, всегда будет одной 


*. 2аь 
и той же длины — ти при чем точка пересечения диагоналей 
а 


делит эту прямую пополам. 
822. Четыреугольник ВСЕН средней линией ЕЁ трапеции 
разбивается на 2 тр-ка ВСЕ и ЕНР. 


Пусть АР =а, ВС = 6, ВЕР, 
Проведем через точки С и Н высоты к трапеции ВЕРС и 


АЕЕР; каждая из них, ММ и ГМ, равна >= ибо расстояние 


между основаниями трапеции и ее ты линией равно поло- 
вине высоты трапеции. 

Рассмотрим тр-ки ВСС и ЕбЕ. Они подобны, так как 
ДВСС = { ВСЕ, как вертикальные углы, 2 СВС = ДСЕВ и 
Д ВСС = / СВЕ как накрест лежащие. Из их подобия следует: 

СМ, ВЕ ЫМЛЫ Е 
СМ АБ СМ 2 | 
СМ -+СМ = ММ = Е (2). 


-й  а-ф 
- 1 2), найдем: СМ = же 
Решив ур-ия (1) и (2) : и 
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Подобным образом, вследствие подобия тр-ков АНРиЕНЕ, 


найдем, что НМ = да НЫ 
5. ` (За -:5) 
Площадь тр-ка ЕСЕ: 
Рем И ао: уЗНЙ (а-6) 
2 2 2 2 (а-35) 8 (а 35) 
Площадь тр-ка ЕНЕ = г е = 


1 ао. й. а-+ф и й асы) 
2 9. 2 За чар. 28 ` (За +2) 
Искомая площадь 4-угольника ЕСЕН ‘равна: 
ой ав, ов а ры й (а- 5% 
8 (а-+ 35) и] `(За+ 5) 2 `(а-+ 36) (За +). 
823. Дано ВС =а= 20, Аб =Ь=15, ДАХ В= 90°. 
Восставим перпендикуляр АД в вершине угла А к стороне АС. 
Тогда Д ВАР = { А— 90° = / В; следовательно, тр-к АВР рав- _ 
нобедренный, и АД = ВР. Если обозначить АД = ВР = х, то 
РС = ВС ВБ =а—х= 20—х. : 
Из прямоугольного тр-ка АДС имеем: АР? -- АС? = ОС? или 
х’-- 6? = (а— х}; последнее ур-ие перепишется так: 2ах = а*— 6?, 


2 [> Ви: 2 ` 
Е НЯ ЗВ о 
2а 2.20 8 т 9 
РС. АЕ = АС. АР, или (20 —х). АБ = 6х, откуда АЕ = о = 
20.--х 
Е: — 129 = еИ АР? = РС.РБЕ, откуда 
8:..8 5 
2 2 я 2 
|) АР? х | ‚125 249} 
рс — 20—х 8 8 40 
Искомая сторона АВ. определится из прямоугольного тр-ка 
АВЕ, именно: АВ = УАЕ*-|- ВЕ*; но АЕ= г = г. ВЕ= 
2). — К 
х? : 
=ВрО-- ОЕ =х- — и -- — = — = - ; следовательно, 
20-38 ‚ 40 40 5 


228 
— у (] + 5) ь 
824. Положим АР =а, АВ=6. 
1) Опустив высоту ВО, заметим, что в прямоугольном тр-ке 
АВО катет ВО лежит против угла А в 30°, а потому (зад. 67) 
АВ 6 


равен _ т.-е. ВО = 
2 2 
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Площадь параллелограма равна Иво и 


2) Указание 1.' Четыреугольник, образующийся от пересе- 
чения биссектрис параллелограма всегда прямоугольник. В самом 
деле. В тр-ке АВК угол АКВ прямой, ибо сумма углов АВК и 
ВАК, как полусумма углов А и В параллелограма (равных 24), 
равна 4. Следовательно, и угол МКГ. 4-угольника КЕММ — пря- 
мой. Так же можно доказать, что и остальные углы 4-угольника 
КЕММ — прямые, т.-е. 4-угольник КЕММ — прямоугольник. 

Указание 2. Прямоугольник может образоваться при усло- 
вии, что а<26, ибо при а>>26 биссектрисы АН и РС не пере- 
секутся (СС = РС =, ВН = АВ = В, а сторона ВС 2). 

Тр-к СРС — равнобедренный, так как Д ССР = ИСРА, как 
накрест лежащие, а Д СВРА = Д СРС (СР — биссектриса); следо- 
вательно, / ССР = Г СБС, и прямые СС = ОС = 6. 

Проведем НР | СР; образуется равнобедренный тр-к ЕРС, 
ибо он подобен тр-ку СОС, с боковыми сторонами РС = НС = 
ВС-—ВН = а—®Ф (из равнобедренного тр-ка АВН следует, что 
ВН = АВ = 5; доказательство равнобедренности тр-ка АВН такое 
же, как и для тр-ка СОС). 

Чтобы ет, ро ЕСМ прямоугольника КТММ, заме- 


тим, что ЯЮ (равная 7 о ы = М, как отрезки параллельных между 


параллельными. 


Прямую НР рассматриваем, как хорду, стягивающую дугу в 
30” в круге, описанном из вершины угла С, как, из центра, ра- 
диусом равным СС = СР. Такая хорда есть а»—сторона правиль- 


ного вписанного 12-угольника, равная (зад. 530,) и 2573 т.-е. 
= (а—ВУ 2—УЗ3. Сторона же прямоугольника М=НЮ= 


НР а-в 
а 2—1 3. 
2 2 у у 


Подобным образом, проведя СО|]АН, определим СО, как 
хорду, стягивающую дугу в 1805 — 30° = 150°, равную (зад. 796} 


И2-+ИЗ, т.-е. СО = НИИ 2 У 3. Сторона же прямоуголь- 
ник КГ 65 т “— ИУ З. 


Искомая площаль прямоугольника КСММ: 


КЕ. (М у 2+И3- "ИЗ а 
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Т 825. Так как Д АСВ = Д АРВ = 120, то вершины их, точки 

С и р, лежатена одной окружности, ибо геометрическое место 
вершин равных углов, опирающихся на одну и ту же прямую, 
есть дуга окружности; если опишем окружность около 3 точек 
А, ВиС ((С-= 120?), то точка Р, вершина угла 2 = 120°, будет 
лежать на той же окружности, | 

Периметр тр-ка АСВ равен 104 см; следовательно, АС + Вс= 
104—АВ= 104 —49 = 55 см. Пусть АС =х, ВС = 55—х. 

Опустим высоту АЕ на продолжение ВС. В прямоугольном 
тр-ке АЕС угол АСЕ = 180° — 120° = 60°, Д САЕ = 30°, а потому 

АС х 

(зад. 67) ЕС = Аа 

Имеем равенство („квадрат стороны,лежащей против тупого 
угла, равен сумме квадратов двух других сторон, плюс удвоенное 
произведение основания на отрезок от вершины тупого угла 
до высоты“): о + ВС*-- 2ВС . ЕС, или 49? = х? -| (55 — ху -- 


+ 2(55—х) : =. Последнее ур-ие окончательно перепишется так: 


Хх’ — 55х -- 624 =0: Решая это ур-ие, получим: х, = 16. х, = 39; 
т,-е. АС = 16 см, ибо по условию, АС< ВС, а потому х. = 39 не 
подходит; ВС = 55 —16 = 39 см. 

Таким же образом, опустив высоту ВЁЕ и заметив, что 
ДЕ = ее =>, а АД=56—у(ВО-РАР=105—49=56), составим 
квадратное ур-ие: у? —56у-- 735 =0'АВ = АР*-- ВО®--2АР.РЕ). 

Решив это ур-ие, получим: у, = 21, у, = 35, т,-е. ВР = 21 см; 
второй корень не подходит; АР = 56 —21 = 35 см. | 

Искомое расстояние СР определится по Птоломеевой тео- 
реме: СР.АВ-+ АС. ВР = ВС. АР, или СР. 49 | 16.21 = 39.35, 
откуда СР = Ви = 215 м. 

826. Если даны только две стороны тр-ка, а угол между 
ними не дается, то задача допускает 2 решения. 

1-й случай. Угол А острый, АС = Б, АВ=С. Опустим вы- 


Ь. 
соту ВР. Площадь тр-ка АВС равна А = — и но, по 


су, $, ВО СЗ 
условию, площадь равна — 4 Я следовательно, чак Ни, 


откуда ВР ке. УЗ. По зад. 67, это возможно, когла ДА = 60°, 


АВ с | 
и, значит, АР = Я (этот же результат получим, ко- 
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нечно, определяя АДР = УИАВ*— В2»);ОС = АС-—- АРр=Ь— :: . 


Искомая сторона ВС определится из прямоугольного тр-ка ВОС, 
именно: ВС = У Вр? + ОС? = И зе де ВА ы 2= У - 5, 
Сторону ВС можно определить и по формуле: ВС? = АВ -+ 
+ Аб*—2АС. АБ. 
2-й случай. Угол А тупой, АС =6, АВ =с. Опустим вы- 


соту ВР на продолжение стороны АС. Площадь треугольника 
АС.ВР 6.ВР 

АВС равна ти = ее. но зная, что площадь тр-ка равна 

5.ВР 6 

ак 


зад. 67, дает: Х ВАС = 60°; значит, АД = ы (или, по формуле: 


-- УЗ, напишем: 3. откуда ВР = °-УЗ, что, по 
4 | 2 


АР = У АВ*— ВР”). Искомая сторона ВС =У В2*--ОС?; 


но ВО = о УЗ; РС = АС+ АР = 6 и следовательно, 


` 3 с * А А ЕЕАГ = 
тетеде | = УР с. 
У ве ие а 


827. Имеем равенства: © =5, > =5, < = $, откуда 
с ры: Сосо 
Йа Йь с 
В формуле 5 = Ир(р — а) (р—6) (р — с) заменим: 
а>р-с ( 1 1 1 | 1 1 1 ) 
ЕО Гры реках 
2 2 Йа р Йь Г йе я йь Ис Йа 
1 1 1 1 1 ‚) 
|. 
сы ых — Во . и, 
с ур 
Получим 5—5? т ВЫ м 7 ( к ы 
т нь В В БВ, № №} 


АНЯ СИ т ОИ ЖАК СЕ РТ 
=1:1/ а 
м й И! ++ а Ис ни й. и Йь ,, 
828. Пусть АР =/, ВЕ =т, СЕ =". 


Продолжим АС в обе стороны и проведем ВСИРА и 
ВН | ЕС; тогда АС = АС (вследствие параллельности ВС и РА, 


О 


к: : г: = 1, абВ-2АР-2) иСН= АС (а такжеВН=2ЕС- и, 
по той же причине) и, следовательно, площадь АВС = '/, площади 
СВН (ибо у обоих тр-ков общая вершина В, следовательно, и об- 
щая высота, а основание АС тр-ка АВС втрое меньше основания 
СН =СА-- АС-+СН тр-ка СВН). 

Чтобы определить площадь СВН,, разрежем тр-к СВН по 
медиане ВЕ и пристроим часть СВЕ так, чтобы СЕ совпала с ЕН; 
2 ВЕВ, будет прямой, так как д СЕВ = Д НБВ,, а СЕН — прямая 
(обратная.теорема о равенстве вертикальных углов). Вновь полу- 
ченный тр-к ВВ:Н имеет стороны В.Н =21, ВВ, =2т, ВН =2и. 
Площадь его определим по формуле $ = Урр— а) (р—65) ф— о, 
гдер=(--т--п; получим: $ =У (тп) т-Ея—0 (++ т) (+т— я). 
Искомая площадь тр-ка АВС: 


й я 
и = 9, можем последнюю формулу перепи- 


Полагая 
сать так: 4 У/9(9— 1) (9--т) @—»). 

$29. Пусть АС = 42 см, АЁ = 30 см, СС = 51 см. Проведем 
ВЕ!СС и ВР! АЕ до пересечения с продолжениями - концов 
прямой АС. . 

Вследствие параллельности прямых СС и ВЕ, тр-ки АСС и 
и АВЕ подобны и ‘стороны их пропорциональны; а так как 
АС = СВ, тои СЕ = АС = 42 см, а. ВС =26С=2.51 = 102 см. 
Из параллельности прямых ВД и АЕ следует, по тому же сооб- 
ражению, что РА = АС=42 сми ВР =2АЁЕ =2.30= 60 см. 

1 Таким образом площадь тр-ка ВРЕ, имея общую с тр-ком 
АВС вершину В (следовательно, и общую высоту), а основание 
РЕ, равное тройному основанию АС тр-ка АВС, — втрое больше 
площади тр-ка АВС. 

Площадь тр-ка ДВЕ определяется по формуле: 
5=Ир(р— а) ф—5)фр— 9), гдер= те = 


__3.42+2,51--2.30 _ 144 см; именно 


2 
5 =И144(144—126)(144—102)(144—60)= И 144.18.42.84=3024 см? 


Искомая площадь тр-ка АВС равна ть = 1008 см. 


т 


830. Так как дуга АМ равна дуге МС, тои  ДАВМ = ДСВМ, 
т.-е. ВР есть биссектриса угла АВС. 

Длина биссектрисы (зад. 695) Вр = УАВ.ВС— АР. ОС; во 
АВ =с= 240, ВС =а= 315; АР и ОС определятся из пропорции 
АР - АВ, или (полагая Ар=х, РС= АС— Ар 492, 
ВС. В 4 


92 —х 
240 
= 95 ; упростив последнее ур-ие, получим 41х = 16.492, откуда 


х = 192, т.-е. АР = 192, ОС = 492 —х = 300. 
Итак, биссектриса ВР = ИУ240. 375 — 192. 300 = 180. 
Отрезок РМ определится из равенства (произведения отрез- 
ков хорд, пересекающихся в одной точке, равны между собой): 
РМ.ВР = АР.РС, или ОМ . 180 = 192.300, откуда 


раб ое: 
180 


Искомая хорда ВМ = ВО + РОМ = 180 - 320 = 500. 

831. Опустим из точки ДР перпендикуляр ДЕ на диаметр. 
АВ и продолжим его до пересечения с окружностью в точке К. 
В прямоугольном тр-ке СОЕ угол ДСЕ равен 45°, значит, и 
2 СВЕ = 45°, а дуга ЕК равна 90°; следовательно, хорда ЕК, 
_ стягивающая дугу 90°, равна и 2, как сторона квадрата. 

Тр-ки СЕК и СЕР равны между собой, так как катет ОЕ 
у обоих общий, а РЕ = ЕК (хорда ОК, перпендикулярная к ра- 
диусу ОВ, делится пополам); следовательно, д КСЕ = ДРСЕ=45°, 
а СК = СРВ. ` 

Угол РСК равен { РСЕ + д КСЕ = 45° + 45° = 90°; значит, 
и смежный ему угол ЕСК равен 90. 

Из прямоугольного тр-ка ЕСК имеем: ЕС* -{- СК* = ЕК*, или 
ЕС* -- СР? = 2”, т.-е. сумма квадратов отрезков хорды ЕР, обра- 
зующей с диаметром угол 45°, равна квадрату стороны вписанного 
квадрата и, значит, равна постоянной величине, у 

832. 1-й способ. Дано ВС =а, АбС=ь, СР =1. 

Проведем АЕ 1 ВС. В тр-ке АБС Д АЕС = Е ОСВ, как соот- 
ветственные, а ДХ ЕАС = ДХ АСО, как накрест лежащие; но. 
Д АСР = Д БСВ, следовательно, и СД АБС = Д БАС; значит, и 
стороны тр-ка ВС = АС = 6. 


ст АЕ ВЕ 
Вследствие параллельности прямых АЕ и СР, имеем: р Е 
р 
т “Е _а+ё (ВЕ= ВС - ЕС=а- 5), откуда АЕ=- и. 
г. - 
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“ Рассматривая тр-ки АВС и АЕС, у которых вершина А об- 
щая, следовательно, и общая высота, а основания ВС=аи ЕС=, 


площ. тр-ка АВС ое АВС 
се =—, а площа = 
площ. тр-ка АЕС 6 ыы о 


= площ. АЕС. + ; 
Но площадь тр-ка АЁЕС со сторонами АС = ЕС = 5, АЕ = 


вы |. и высотой СЕ =ИАДС? — АЕ? = и АС — -(- 
2 


МЕ а Г а АЕ. СЕ 
——^- авна 


заключаем, что 


Би" в о ОЕ = = 
(а 5) и 1 (а-+5) о 
= - = ВЕ т Ива 
2а у 4а* да? а Л 
Искомая площадь тр-ка АВС равна площ. тр-ка АБС. =. или 
1 ера иде раЩы ©. 
ме 2) И 442? — Раб. = т И 442: — Ва 6. 
2-й способ. Пусть Вр =а,, АР=.. 
На основании свойства биссектрисы, имеем: яр = РС ИЛИ 
АР ‘АС 


Ис 
та (1). 


Величина биссектрисы равна (зад. 695: # = а5-— аб, (2). 
Разрешая систему ур-ий (1) и (2), получим отрезки а, и б,, а, 
следовательно, и длину 3-й стороны АВ =а, + 5, тр-ка АВС. 

По 3 сторонам (а, 5 иа- 5, тр-ка определяем площадь 
его на основании формулы: 5 = Ир(р— а) р В (-9. 

р д 


833. Пусть ИР=а, ВС=6, при чем ый -_› ИЛИ 
ВЕ ‚ВС 


ЕЕ = -а ‚ откуда ЕЁ =И45. Для подобия многоугольников не- 
обходимо, чтобы углы были соответственно равны, а соответ- 
ственные, сходственно расположенные, стороны пропорциональны. 
Углы трапеции АЕЕД и ЕВСЕ равны, вследствие параллель- 
ности прямых АД, ЕР и ВС. пересекаемых двумя прямыми АВ и 
СВХ ЕАР = ВЕЕР, ВСР = ДЕРРИ Я: д.); 
Отношение двух ббльших оснований трапеций АЕРВ и ЕВСЕ 
НЫ 
ВЕ Уд 


т 

у си Надо доказать, что и отношение осталь- 
а 

ных сторон трапеций АБЕР и ЕВСЕ тоже равно / ыт 
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Для доказательства продолжим стороны АВ и СР до взаим- 
ного пересечения в точке С. Тр-ки АРС, ЕЕС и ВСС подобны, 
вследствие параллельности прямых АД, ЕЁ и ВС. Пусть АЕ = х, 
ВВ =у, ВС =2. 


АС АР 
Из подобия тр-ков АРС и ЕЕС имеем: ЕС = ЕЕ’ ИЙИ 
= а (1); из подобия тр-ков ЕС и ВСС: и == В 
у 2 У аб ВС ВС 


или УТ2- у (2). Из пропорции (1) получаем такую произ= 
2 


(ху-2)- (+2 _ а-Уаб х аа 


ое баны Пол бб о пбфанные- 


пропорцию: али Аян Е 

т за ИЕ У 4 у+2 У4 ® 
Е 

из пропорции (2) —производную пропорцию: =—— &. 

Разделив пропорцию (3) на (4), получим рее ана -И 45 `аб)б. 


у у+г (ИИ а 
х И (а— У а5)5 


И, —; подставив в эту пропорцию - 
ИЛИ - у (У &—Б)уа ей у пр рц вме 


сто ^"” значение из равенства (2), получим 


х_Уи4. (а—У 455 _ а—У 45 _ Иа (Уа —УЗ_ ку’=. 


чув (046—545 У46—65 У (уа-—У5 
Итак, отношение АЕ _ ео а _ АВ. 


ВВ В ВЕ 
Отношение ия так как стороны угла рассе 
СЕ ЕВ’ р у р каются 


тремя параллельными прямыми на части пропорциональные, или. 


ХЕ _ и а. 
СЕ 6 и а 
ЕЕ аб а 
Отношение меньщих оснований - ЕЯ = —_- 
834. Продолжим перпендикуляр ОЕ до пересечения с АР. 
Прямоугольные тр-ки ОВК и ОРГ равны между собой, 
так как ОВ = ОШ (диагонали взаимно делятся пополам), а 
& ВОК = & РОГ, как вертикальные; следовательно, ВК = ГО, а 
значит, и КС = АГ. Пусть ВК = ГР =х, КС = АЁ= у. 
‚ВК _ ЕВ 


АЕ 
НИ т (АВ- АВ + ВЕ=20 + 115—135). Но ВК + КС- ВС. 
у | 


Тр-ки АЕ и ЕВК подобны, а потому напишем: 
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т.-е. х--у = 30; из этих ур-ий определим х и у, именно х = 13,8, 
у=246.2. 

Опустив перпендикуляр ВЕ, найдем из тр-ка АВР сторону 
ВР (меньшая диагональ параллелограма АВСО): 
Вр? = АВ? -- АР*—2АД.АР (где АЁ = АГ ЕЁ = у--х = 162—/ 
— 13,8 = 2,4), или ВД» = 20*- 30% —2.30. 2,4 = 1156, откуда 

ВР = У 1156 = 34. 

Диагональ АС получится из уравнения 2. 30*-|-2. 20*=34?-- АС 
(в параллелограме сумма квадратов диагоналей равна сумме квад- 
ратов сторон), откуда АС = И2.30°--2. 20% — 34? = И 1444 = 38. 

Можно также определить диагональ АС, как „квадрат сто- 
роны, лежащей против туного угла и т. д.“ из тр-ка АСР, для 
чего надо опустить высоту СС на продолжение АД. Получим: 


АС? — 302 + 20% --2.30.2,4 = 1444, откуда АС = (1444 = 38. 


835. Продолжим две стороны 4-угольника, напр., АВ и СР, 
до взаимного пересечения в точке М. Получились подобные тр-ки 
АМР и ВМС, так как у обоих угол М — общий, а Д АВМ = МВС, 
ибо / АРС Д АВС = 24 (сумма противоположных углов впи- 
санного 4-угольника) и Д МВС- Д АВС = 24 (углы смежные). 

Пусть АВ =а, ВС=6, СРр=с, Ар=а, ВМ =х, МС=у 
АМ = АВ-+ ВМ =а-х, ВМ = Ср- Мб=с-+у. 

Из подобия тр-ков АМР и ВМС имеем: м = т: 

МС ВС 
ах. и и РМ АБР на И 
х 


Сы нА (2). Решив систему 
у у 


ВМ ВС’ 
Ч 
ур-ий (1) и (2), найдем: х = _Б(ар | са) иу= _Б(Ьс - а }8 


@— 5? @— 5? 
Отношение площадей подобных тр-ков равно отношению 
квадратов сходственных сторон. Следовательно пар ИА 
др м ве. ’ пл, ВМС 8 
или; составив производную п т ВИС ВЕ 
н ь ны `` пл. ВМС в’ 

: 4 — 5 

откуда: пл. АМД -- пл. ВМС = з- вит те ) Но пл. АМВ— 


— пл. ВМС и есть искомая плошадь 4-угольника АВСР. Значит, 


2 р8 
о нае ие М2. 


В 


— 115 — 


_ Площадь тр-ка ВМС определим по формуле 


’ $=Ур(р—а){р— 5) — с), где сторонами будут: 


ВС =6, ВМ =х ПИР Ни) ‚ СМ = у = (оса а). 
@Ш— 6? @— 6? 
› _ВС+ВМ+СМ _(а-5+6+46, 
2 24—65) 


72 — 12 

Искомая площадь 4-угольника АВС = $ и ее а 
= Иа -с+а) (ас а) ас -с+а—а); 
принимая а-- 6 -- с +4 = 2рь, перепишем последнюю формулу так: 
площ. АВСР = У(р,— 4) (0—5) р — 9—4). 

Примечание. При вычислении площади тр-ка ВМС слож- 
ные дроби сокращать на`а --6 или а— 6. 

836. Проведем радиус ОА в точку касания и опустим пер- 


пендикуляр ОД на секущую ВС. 
Тр-к АОВ, у которого катеты ОА = АВ = /, равнобедренный; 


| следовательно, Д АВО = 45°; гипотенуза ОВ = У 2. 


В прямоугольном тр-ке ОРВ угол ОВР = Д АВО-— Д АВС= 


= 45° — 15° = 30°, а потому (зад. 67) ОР © = -: И 2, 


а УЗ---И6. 
Проведем радиус но Из в тр-ка ОСБ опре- 


деляем катет СР = ИОС*— Ор: О2* = у ^- в 2. 


Искомая длина секущей ВС = ВР -- Ср = С Уб + е У 2= 


у 
г 6+ У 2). 


837. Дано АВ =с= 19 см, ВбС=а= "см и АС=Ь=21, 
кроме того ВР? = АР. РС. 

Обозначим АР =х, тогда РС = АС— АР - = —х = 21—х, 
и данное равенство примет вид: ВО® = х(6 —х) = х(21—х) (1).. 

Найдем ВР»? из тр-ка АВР: Вр? = АВ*- АР —2АР. АБ = 
= с -- х°— 2х. АЕ (2). 

Для равенства (2) определим АЕ из тр-ка АВС: 


ВС" = АВА АСА-оОИС . АБ, откуда АЕ — ЕАО ВО 


2АС 
2 12 2 2 17 
сева а 
25 РР 


р 


Подставим значение АЕ =6б в ур-ие (2): В = + х— 
— 2х. АБ = 10% 2 — 12х. | 

Сравнив последнее выражение с уравнением (1), напишем: | 
х (21 —х) = 10* + х*—12х или 2х2 — 33х +- 100 =0. Решив полу- 
ченное квадратное ур-ие, получим х, = 121/, см, х, = 4 см. 

В общем виде выражение по сравнении ур ий (1) и (2), на- | 
пишется так: х(5 — х)= сх? — 2х. АБ, или 2х2 — х(6--2АВ,-+с*=0. | 

Отсюда для вещественности корня нбобходимо, чтобы 
(6--2АВ*>4.2.с* (в формуле х = А Уи в общего вида | 

а 

квадратного ур-ия ах*--6х-- с=0, для вещественности корня | 
необходимо, чтоб 6 -——4ас — 0). или (5 -+- 2АБ} > 8с*. 

$38. Опустим высоту СЕ и перпендикуляр МЕ на основание АР. 

По условию, площадь трапеции АВСР вдвое больше площади 


тр-ка АМД, т.-е. “Ре св: 2 и =2, или 
вы 2 СЕ: ОМА 2, откуда Е (1). 
2 2 МЕ а-фь 
Тр-ки СЕР и МНО подобны, так как СЕ! МА; мы напи- 
Ср СВ ср а | 
шем: —— = -— „или =—__, На основании равенства (1), 
МР МЕ МР а-+ь 
и составим производную пропорцию: СО МО ааа 
: а т Е. 
СМ а-ь 
или а 
МР а-ь 


839. Из точки М внутри угла КСЕ = 60° опущены перпен- 
дикуляры МА =аи МВ = 5. 

В 4-угольнике МАСВ три угла известны: 90°, 90°, 60; сле- 
довательно, 4-й угол АМВ равен дополнению ‘до 44, т.-е. равен 
360° — (90? -|- 90° -{ 60°) = 120°. Вокруг 4-угольника АСМВ можно 
описать окружность, ибо сумма противоположных углов равна 24. 

Хорла АВ, стягивающая дугу АМВ в 120°, может быть рас- 
сматриваема, как сторона правильного вписанного треугольника, 
и равна ху 3.1 

Из тр-ка АВМ имеем: АВ? = АМ* + МВ? -- 2АМ. ММ; 


ММ = "т = > (в прямоугольном тр-ке ВММ угол ВММ = 180? —_ 


— 120° = 60°, Хх МВМ = 30°, см. зад. 67). Следовательно, ур-ие пе-_ 


\ 


| 
| 
| 
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Но искомое расстояние СМ равно диаметру, так как на него 


| опирается вписанный прямой угол. Значит, 


} 
| 


СМ =*=2у1, (а? -- а6- 5). 


840. Пусть БЕ = №, ОМ = ^, ОМ = в. 
Прямая ВЕ в точке О делится пополам (зад. 821), т.- 


ОЕ = ОЕ =- 


Высота трапеции ММ =ОМ -- ОМ =А--;. Основание АБ 
определится из подобия тр-ков АСР и СОР, при чем высоты их 


ры 


соответственно равны А -Е вид. Имеем: 5 = о 8 (сходствен- 
ные стороны пропорциональны высотам), откуда 
Ар ЕВ _ Ка, 
К 2к. 
Основание ВС так же определится из подобия тр-ков АВС 
и АОВ, при чем их высоты: А -|- р и р. Имеем: - = РЯ 
: ОБ # 
откуда ВС = ОЕ(-+-8) _ К-Э. 
| 8 28 
Искомая площадь трапеции равна: 
АБ - = ВС. 1 й К у. 
2 2 2К 2 — 46 


841. Пусть ММ делит площадь тр-ка АВС пополам. 

Обозначим ВС=а, АС=фб, АВ =с, МС=х, МС=у, АМ =5-—х, 
ВМ =а— у, ММ = 2. 

Имеем: МС + МС -- ММ =АМ -{ ММ + ВМ + АВ, или х-у-- 
ар _х+2+та-—у-с, откуда х+у= ое -, Или (обозна- 
чив а -+с=2р) х{у=р (1). 

Площади 2-х тр-ков, содержащих по равному углу, относятся, 
как произведения сторон, заключающих этот угол; тр-ки АВС и 
ММС имеют общий угол С и их площади относятся: 

а 28 в. но, по условию, ине. =.2; 

ММС — МС. МС ху л. ММС 


следовательно, > =2, отк уда „9 (2). 
ху 


По. сумме и произведению корней—ур-ия (1) и (2)—соста- 


вим квадратное ур-ие: # —рЁ-- : =). 
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. ое, и 
Решив это ур-ие, найдем { = Р= УР Аа 
Примечание. Ур-ия х-- у = Е и ху = г ; ВИДИМ, 


что неизвестные х и у обратимы, т.-е. могут быть заменены 
одно другим. 


Примеры: Ил Е а 


2 2 
тЫ д 
[= а 25:12 = 10, у = 3, или’ х = 3, у =10. 
В 2+ 112—209. 
ею ие 2.9.8. ее 


< 842. 1й способ. Опустим перпендикуляры КС и СГ на ра- 
диусы ОА и ОВ. 

Прямоугольные тр-ки ОАВ, ОРЕ, КРС и СЕЕ — равнобедрен- 
ные, острые углы равны по 45°. 

Пусть радиус круга у, КС = КР-а, СЕ=Е=Ь. 

Из прямоугольного тр.ка ОЛВ имеем: АВ = 27 (1). Из пря- 
моугольного тр-ка КРС имеем: РС? = 242, из тр-ка СТЕ имеем: 
СЕ? = 26°. Сложим последние 2 равенства: ОС? | СЕ*= бара 
=2‹а? -- 5%). Но @*-: =? (из прямоугольного тр-ка`СОЁ; где 
ОГ=КС=а, СГ = 6). Следовательно, ОС? -|- СЕ? = 272). Из ра- 
венств (1) и (2) следует: РС? + СЕ? = АВ®. 

2-й способ. Отрежем тр-к ОСР и пристроим егов положе- 
нии ОС,Е; ОР совпадет с ОБ, так как ‘они, как катеты` равно- 
бедренного прямоугольного тр-ка ОРЕ, равны О равнобед- 
ренный тр-к, а ДЕ | АВ), 

Угол СВС,, очевидно, равен 90°, ибо сложен’ из углов 
ОЕР = 45° и ОБС, = ОБС = 45°. Угол СОС, тоже равен 90°, ибо 
состоит из прежних частей прямого угла РОЕ. 

Из прямоугольного тр-ка АОВ имеем: АВ = 2” (1); из пря- 
моугольного тр-ка СОС, имеем: СС,? = 2”; из прямоугольного тр-ка 
СБС, :С,Е* -- СЕ? = СС = 27; но С,Е = ОС, а потому РС? - СЕ = 
== 272), Из равенств (1) и (2) следует: ОС? -- СЁ* = АВ®. 

843. Площадь тр-ка определяется по формуле 


$ =УИрр-- а) (р — 5) (р— 6); в давном случае, 


р: Да, ЗАЗ оны 42; следовательно, 


2 2 
5 = У42(42 — 39) (42 — 17) (42—28) = У42.3.25. 14 = 210. 


* 
= 9—1 


Радиус описанного круга найдем по формуле: 


: 2 
м абс` Ге 39.17.28 — 221. 
4.5 4.210 


Радиус вписанного внутреннего круга равен ух = ь (из фор- 
р 


мулы $ =р/) = о =5. 


Радиус вписанного внешнего круга находится по’ формуле: 


К. = акс Докажем эту теорему. 

р—а 

Пусть радиус вневписанного круга (угла А) — К... 

Площадь тр-ка АВС рассматриваем, как сумму площадей 
тр-ков АОВ -|- АОС без площади тр-ка ВОС, т.-е. 


ВОРА СТОК ВСОМ 
А — ‚ ИЛИ 


2 2 


Ка Б.К. ль 2% 
р 
2 2 2 2 


с 


& Ка) = Ор 24 = Ка(р — а): 


значит, 5 = А,(р — а), откуда К. = Е (1). 


р@ 
5 } 
Ю. = ЕЕ 70; Бы ев = 8,4; 
р—а 3 2—5 25 
А: 85 15 
р —с 14 


844. Пусть стороны тр-ка АВС будут: ВС =а, АС=Ь, 
АВ = с. Касательные, проведенные из одной точки, равны между 
собою. Обозначим касательные из вершины А тр-ка АВС через а,, 
из вершины В через 6., из вершины С через с;. 

Пусть АК = АЕ =а, ВК = ВМ =6:, СЁ =СМ =с,. Пери- 
метр тр-ка АВС равен 2р = 24, -- 26, {- 26, ар=а, + 6, -{ су; так 
как ВС = ВМ + СМ, т.-е. а= 6 + с. то-р-а-=а,. 

Таким же образом р— 6 = 6,, р-с=с.. 

Искомое расстояние АО найдется из прямоугольного тр-ка 


АО, где катет ОЁ =, С (из формулы $ = р”), а катет АЁ = 
р 


= а=р-а, именно, АО = У а, 


# 


180 — 
ты а -6; 5= ИФФ о д= 
= 66 —3)6—4)6—5)=У6.3.2.1=6; ‚-> = - Е. 


=р—а-=6—3=3; 40 = ут ай=У+ 32 =; 
и 4=2; ее ИР- 512 = ИВ = И 
=р—с=6—5=1; СО=уУй- = ИВ = 
Примеч. Тр-к, т. н. а. со сторонами 3, 4, о т в от- 


нощении 3:4:5) всегда прямоугольный, и задача упрощается, ибо 
аео—с 3+4—5 
(зад. 701,)7= ы НИЕ 1. Можно, в этом случае, 
решить задачу, и не прибегая к формуле а, =р-—а, а просто 
ау а =а-—т; и =Ь—® тогда 06 =уУ2*=у2, 
ОА=УЙ+ (а— = И =У5 
ов=У?-+ (6—2 = УЕ (4—1 =У10. 


2642544175, 
2) р== т К = 34, 5 = Ир-9@-5@-9- 
= И34(34 — 26) (34 —25) (34 — 17) = У34.8.9.17 = 204; 
= ии = б; аа =р—а = 34- 26 =8. 
р 34 


40 =Уй а? = УЕ - 
и =р--6=34—25=9; ВО = у = я У 17; 
И со=уУт сз = У 172 = У325. 
Т 845. В зад. 843 выведена формула К. = м ь= = > 4 
р—а р—6 
Ю. = ре Перемножив почленно эти 3 равенства, получим: 


С 

ие ВЕНЫ 5-7 и 
еде -ве-9- р(р-а)р—5)(р—с).т 

-. 58:5 
БА» 


2 М и Ка 
Ю.К. В, у получаем: $ = ух. КЮ.. А». Ю, (1). 
д 


= > ($=рги5= Урр-а)(р—В)(р— 0). Из равенства 


Представим равенства А, = в 
К мени | р -ея р—6 р-6 
Е а МИ ЕЕ } 
в виде — = —_—, =“, — =“; сложим их и пол | 
у в ЕК а 


` ` ' 
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1 1 1 1 
5;-получим: — -- — + -— = —— (- а-+-р- 
ставим ру вместо уч к, - В, Е г : (р- ар 
1 1 
—6+р = № -@+Ь+ 9] - 6-2) (ак 
АЕ ру у 


как аб -+с=2р) (2). 
Применяя формулу (2), найдем 7, именно: т -- -- сы Е 


24 8 7 
24.8 166.8 66.24 | И 
` 2 = откуда т = см (арифметические 
ы 66.24.8 Аи и г 


дроби можно сложить и проще, при общем знаменателе 11.3.8=264). 
Формула (1) дает, при замене 5 на ру, следующие ур-ия: 
$ == Ух. Ки. Бь. Кь, т.-е. 1) р.1, =У Ч], .66.24.8, откуда 


р = 48 см, и2) $ =Ун],.66.24.8 = 264 см. 


ИЛ 


Искомый радиус описанного круга найдем по формуле 


В = т для чего а, 6, с определим так. Имеем (зад. 843); 
Е 
К. = ———, или 66 = р ‚ откуда а = 44 см; Кь= а или 
р—а 48 —а | 
264 264 
24 = 5 аб = 37 см; К. = ‚ или 8 = ‚ откуда 
т. с он ва 
с = 15 см. Следовательно, Ю = ыы = ее = 23,125 см. 
45 4.264 


Г 846. В равнобедренном тр-ке радиусы: кругов описанного 

и вписанного лежат на высоте, делящей основание пополам: 
АК = КС = = = Е = 6 м. Касательные, проведенные Из одной 
зоаки; равны, т-е. АГ ИК бр, В = АВ ВЫ 9-6 = 30. 

Отрезок [М определим из подобия тр-ков АВС и ВМ, 
именно: © = ве или рей м ‚› откуда [М = 4 м. 
АС АВ 12 9 

Имеем равенство (произведение отрезков хорд, пересекаю- 
щихся в одной точке внутри круга, есть величина постоянная): 
АЁГ.1В=рЕ,1Е; но АЁ=6 м, [В =3 м; кроме того обозна- 
чим 2 =х, В = [М + МЕ = 4 м+х (МЕ = 2/.); пропорция пе- 
репишется так: 6.3 = х(4-- х), или х | 4х — 18 =0. 

Решив полученное квадратное ур-ие, получим: х = У22 — 2. 

Искомая хорда РЕ = 21 + [М + МЕ=х {4-х =2У2 = 
= 188 = 9,38... м. 


Ра 


' — 182 — 


$41. Высотой СР прямоугольный тр-к АВС делится на тр-ки 
АСРои ВСР, подобные между собою и тр-ку АВС. Пусть пери: 
метр АСР — М, а периметр ВСР = М. Обозначим катеты ВС = а, 
АС = 6, гипотенузу АВ = с, периметр тр-ка АВС = Р. 

Периметры подобных тр-ков относятся, как сходственные 
стороны. 


Из подобия тр-ков АСР и АВС имеем: (1). 


Из подобия тр-ков ВСР и АВС имеем: = (2). 


Ь 
С 
а 
[9 
Возведем в квадрат ур-ия (1) и (2) и сложим их: 
М? №2 а? 52 М? ЕЕ №2 а? ыы р? с? 
РЕ а в. 9) 
(4*-- 56° — ©*, т.е. сумма квадратов катетов равна квадрату гипо- 
тенузы). | 
Равенство (3) перепишем так: Р*= М? {- №, откуда Р= УМ №. 
$45. 1) Пусть радиус окружностей, проведенных через точки 
деления, равен 7,. Рассматривая тр-к ОО.О._ замечаем, что ДО-=60°, 
ОО, = ОО., т.-е и углы О, и О, равны между собой, следовательно, 
ДО, = 0, = 60°, а00, = 00, =0,0, =2и (0,0, = Ор- ОР ь, 
ибо линия центров внешне касающихся окружностей равна сумме 


а 
их радиусов). В равностороннем тр-ке высота равна 7 УЗ (а— сто- 


рона тр-ка), т.-е. Ор = бо УЗ ‚ или’= 2 УЗ =^; ИЗ, откуда 


УЗ , 

Искомая площадь фигуры АВСРЕР, ограниченной внутрен- 
ними дугами АВ, ВС и т.’д., равна площади правильного впи- 
санного б-угольника АВСРЕЕ без суммы площадей 6 равных сег- 
ментов СО, ОМЕ ит, д. 

Площадь правильного вписанного 6-угольника равна сумме 
площадей 6 правильных тр-ков, площадь одного из которых 


72 у2 у 3 } 
ОСР = ИЗ, т.е. равна 6. рик Эл 2 "уз, 
Площадь сегмента С.Р равна площади сектора СО,р (с углом 
СО,р = 120°, ибо из прямоугольного тр-ка ОО с углом 


|] 

ООр =. Д а = ы == 30° следует, что ДОО,р’=60°, а Д СОБ = 

° =-2.Д ООД = 120°) без площади равнобедренного тр-ка СО.р 
с углом в 120°. $ 

д я 
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17.120? т ом. 
360° 3 3:3 9 


площадь равнобедренного тр-ка СО,О равна я. Ср=а,= 


Площадь сектора СОР равна 


— 


= УЗ, 0,5 = о (зал, 67, 2 0.65=360)= .7. Следовательно, 


СР.0,5 _ УЗ. п = УЗ — ИЗ В ; площадь сегмента 


2 НИЯ 4 3.4 
2 2 
СТО равна "5- ры Е ‚ сумма же площадей шести таких сег- 
7 уз \ 2 г вуз. 
ментов равна °(° ое ) Ве 


Искомая площадь фигуры АВСРЕЕ равна: 


а 2 Е Е 2 уз _ 
> ПуЗ = 3 т’ — 5 | И О 


2 
=2УуЗ — тя - Е 7\ЗУЗ — т). 


2) Отношение площадей кругов равно отношению квадратов 
их радиусов. Радиус круга АВСРЕЕ равен 7х, а радиус ОГ круга 


КЕММРО равен ОО, — О. = 27, — т, = т, = ее 


Итак, искомое отношение площадей кругов равно: 


ты 1:3. 


349. Гипотенуза АВ =У АС? + ВС? = У 15? + 82 = 17 см. Вы- 
сота Ср определится из равенства АС. ВС = АВ.СР (сравнение 
формул для площади), откуда СР = ВС. и: =8. ы см. 

Перпендикуляр ЕД к катету АС определится таким образом. 


Из подобия прямоугольных тр-ков АСР и АВС (угол А— 


общий) следует: Гы (сходственные высоты пропорцио- 
о АВ ое 
РЕ 15 5 


нальны сторонам), или — га откуда ДЕ = СО. = см, т.-е. 


ср 
каждый последующий перпендикуляр равен предыдущему, умно- 
женному на множителя '°/... 


Итак, ВС = 8, СР =8$.']., РЕ-8. ож 


84 — 


^ Предел ломанной линии ВСРЕЁС... есть сумма линий 
ВС -- СР--РЕ..., представляющая собой предел суммы беско- 
нечно-убывающей кратной прогрессии, у которой 1-й член равен 
8, а знаменатель прогрессии 15/.., т.-е. 


8+8. 5/1, + 8. (5]/1,)*... = 8:(1-—15/,) = 68 см. 


$50. 1) Пусть катеты и гипотенузы выражены: а — 4, аа--а; 
тогда имеем зависимость между ними: (а— 4)? -- а* = (а 4}, от- 
куда 4? = 4а4, или а = 44. 

Следовательно, стороны данного тр-ка’ могут быть предста- 
влены так: За, 44, 54, соотношение которых и есть 3:4:5. 

2) Пусть катеты и гипотенуза выражены: а, а’ и а/?; следо- 
вательно, можем написать: 4? -|- (27)? = (а7?)?. 


Отношение отрезков гипотенузы равно отноше квадра- 
а т 
тов катетов. Пусть эти отрезки р и 9; тогда ам и = г) Е 
| 4 а 
72 
составляя производную пропорцию, получим ам: и 
т 
ть: АРТ ВМ 3 
или & = а (ибо р и 9 отрезки гипотенузы а7?), откуда 
Р 
2 У 
7 р 
р = к ‚ а/?; но из равенства а*-| (а’)? = (а7?)* получаем: 1-7. 
-Н 7 
7 ната ^ 
следовательно, р = ——-. 47" = _.ай=а (2). 
1-7? 2 с 
а" 8 
Надо доказать, что ыы: (3). 
р 4 
Подставив в левую часть (3) а вместо р, согласно (2), по- 
а Сл 4 р 3 
лучим = =/; но по равенству (1) и правая часть ф = 7”. 
р а 


Следовательно, равенство (3) справедливо. - 


А у } 50% 


ея №1 


Того-же автора: 
РЕШЕНИЯ ГРОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ В СБОРНИБУ РЫБВКИНА 
и. тв. Т (зах. 1-463) ц, 1р. 10 к. 
ы % 


% 


Цена 1 р. 80 к. 
‚. @ атласом чертежей 


перьев наивна 1 голь ах о мази сеть: чье ыы: 1:5 Неа лажя дала уитницениь == 
С ЗАКАЗАМИ ОБРАЩАТЬСЯ: 


1) Кыажный магазин Оглоблиял. Киев, ул. Ленина, 24 
2) Квижвый магазин «Ковиое». Киев. уд Короленко, 58 


